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HÌNH HỌC THPT 10 


NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 


(Chương I 
VECTƠ 


§I. Các định nghĩa 
1. Vectơ 
œ) Định nghĩa 
—_ Voetơ là một đoạn thăng đùth hướng. 


KG n n “ng ng 
A B 


A là điểm đầu, B là điểm cuối (điểm ngọn) của 0uectơ AB. 

Đường thăng AB chứa 0cct2 AB được gọi là giá của 0ucctg AB. 
b) Xác định uectơ 

Một uectơ, chẳng hạn 0cctt AB được xác định bởi : 


— Phương : Phương của 0cct†Ø AB là phương của đường thẳng AB. 


~ Hướng : Hướng 0ectơ AB là hướng từ A tđiếm đầu) đến B tđiếm 
Cuối). 


— Độ dài : Độ dài cúa 0ectơ AB, hí hiệu là |ABI là độ dài của đoạn 
thẳng AB. 


Độ dài cúa 0ectơ AB, ABI là một số thực, không âm. 


c) Vectơ không - 0 
Vectơ có điếm đầu uà điếm cuối trùng nhau được gọi là 0uectơ 


không, bí hiệu 0. 
Chống hạn : AA - BB = 0. 


Vectơ không - 0 có phương, hướng tùy ý uà có độ dài bằng 0. 
Ngược lạt, một 0ectơ có phương hướng tùy ý thì nó là 0uectơ không 


_> 


0. 


2. Vectơ cùng phương - cùng hướng - ngược hướng 


— Hai 0ucctơ cùng phương là hai 0ectơ có giá song song hoặc truìnhg 
nhau. 


-_ Hai ucctơ cùng phương thì có thế cùng hướng hoặc ngược hướng. 


Ta chỉ xét đến tính cùng hướng hoặc ngược hướng của hai uectơ kkhi 
chúng°cùng phương. 


3. Vectơ bằng nhau 

Hai uectơ bằng nhau khi chúng cùng hướng 0ò cùng độ dài. 
[z. b cùng hướng 
IIzI=löI 


Quan hệ bằng nhau của hơi uectơ có tính chất bắc cầu, nghĩa là hhai 
Uectơ cùng bằng một uectơ thứ ba thì bằng nhau. 


_ -> 
a=b c= 


ni - ¬ - ¬ - 
a=cC bà b=c me 2 a=b. 


BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 1. Cho 3 điểm phân biệt A, B, C. 
a) Có bao nhiêu vectơ mà điểm đầu và điểm cuối là hai trong ba điểểm 
ấy. : 
b) Xét quan hệ giữa các vectơ có được trong trường hợp 3 điêm A, I,, C 
thẳng hàng và điểm B nằm giữa hai điểm A, C. 


Hướng dẫn 


a) Cứ mỗi điểm thì nối với 2 điểm còn lại để được 2 vectơ có điểm điầu 
là điểm nói trên. Ta có tất cả 3 điểm. 


Vậy có: 23=6 
Có tất cả 6 vectơ, đó là các vectơ : AB; AC. BA; BC, CA; CB l 


Trong 6 vectơ này, ta có các cặp vectơ ngược hướng : 


AB và BA; BC và CB; AC và CA. 
b) Khi ba điểm A, B, C thắng hàng và điểm B nằm giữa hai điểm A, 


€C ta có : 


—————t——- 
^A B C 


Cá 6 vectơ đèu cùng phương. 
Hai nhóm vectơ cùng hướng : AB, BC và AC; 
CA, CB và BA. 
- Các cặp vectơ ngược hướng : 
AC và CA: AB và BA : BC và CB : BA và BC : 
ACvà BÀ: ACvà CH; CAvà AB; CAvà BC. 
iIBài2. Chứng minh rằng điều kiện cân và đủ để tứ giác ABCD là hình 
bình hành là AB = DC. 
Hướng dẫn 
Giá sử tứ giác ABCD là hình bình hành, như vậy : 
AB/DC (1) 
và  AB=DC (2) 


Từ (1) và (2) suy ra AB - DC. 


Ngược lại, từ AB- D€C ta suy ra AB /DC (3) 
AB=DC (4) 
Từ (3) và (4) suy ra tứ giác ABCD là hình bình hành. 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
-1. — Cho bốn điểm phan biệt A, B,C, D. 


a Có bao nhiêu đoạn thăng có hai đầu mút là hai trong bốn điểm đã 
cho. 


b_ Có bao nhiêu veectơ có điểm đầu và điểm cuối là hai trong bốn điểm 
"đã cho. 


eœ So sánh sế đoạn thẳng và số vectơ có được và giải thích tại sao ? 


Gợi ý: a) 6 đoạn thẳng. b) 12 vectơ. 


œ 


Số vectơ gấp 2 lần số đoạn thẳng vì : Qua hai điểm thì có 1 đoạn 
thắng nhưng có đến hai vectơ; chẳng hạn qua hai điểm A, B thì có 


một đoan thăng AB nhưng có đến hai vectơ AB, BA. 


a) 
b) 


e) 


đ) 


Cho bốn điểm phân biệt A, B, C, D (không có 3 điểm nào thắmgg 
hàng). Biết AB =CD. 

Mệnh đề nào trong các mệnh đề sau là đúng : 

ABCD là hình bình hành; 

ABDC là hình bình hành; 


AD = BC; 
AC = DB. 
Gợi ý : b) đúng. 


Cho bốn điểm phân biệt A, B, C, D. Chứng tỏ rằng : 
AB=DC e - AD=BC. 

Gợi ý : Chứng mình hai mệnh đề : 
AB=DC = AD=BC, 
AD=BC = AB=DC. 


Chú ý : AB=DC hoặc AD = BC thì tứ giác ABCD là hình kìmh: 
hành. 


Cho hai hình bình hành ABCD và ABEE cùng chung cạnh AB. 


Chứng minh EC - FD. 


=. 


Gợi ý : Ta có EC :AB và FD-=AB, 

Trong các mệnh đề sau đây, mệng đề nào đúng, mệnh để nào sai : 
Hai vectơ bằng nhau thì có độ dài bằng nhau; 

Hai vectơ có độ dài bằng nhau thì bằng nhau; 

Hai vectơ bằng nhau thì cùng phương; 

Hai vectơ cùng phương thì bằng nhau; 

Hai vectơ cùng hướng thì bằng nhau; 

Hai vectơ hằng nhau thì cùng hướng. 

Gơi ý : a,c, f: đúng; 


b, d,e: sai. 


§2. Các phép loán vec†ơ 


.‹ Tông hai veetơ B 

œ) Quv tắc 3 điểm (quy tác tam giác) ` 
Với ba điểm 1, BC bạt kì tạ luôn có : ` 
AB + BC = AC. Ạ C 
b) Quv tắc hình bình hành D C 
Nếu ABRCD là hình bình hành thì ta luôn có : / : 

» ° _——_+ , 

AC = AB +AD. j2 tý 

A B 


ec) Tính chất cúa tống uectơ 
Tổng 0ucctơ có tính chất giao hoán, hết hợp và tính chất : 
` 
đở) Trung điểm của đoạn thẳng 
llà trung điểm của AB c> IA + IB =0. 
e) Trọng (âm của tam giúc 
G là trọng tám của AABC c GA + GB + GC = 0. 
. Hiệu của hai vectơ 
œ) Vectơ đối 
~ Vectơ đối cúa Uectơ q, kí hiệu -8 là Uectơ ngược hướng UỚI UeclƠ 
ø tà só càng độ dài uới 0ectơ "8 
~_ Veciz đối của uectơ 0 lẽ oectg 0. 
~ Tống cúa hưi 0ectơ đối nhau thì bằng uectơ 0: 
g +í(- tì = 0. 


b) Hiệu của hai 0uectơ 


c); Quy tắc 3 điểm của hiệu uectơ 
Cho 3 điểm A, B, C bất kì; ta luôn có AB = CB _ CA. 
3. Tích của một vectơ với mnnột số 
a) Định nghĩa 


> —. 
Tích của uectơ u uới một số thực h là một uectơ, ki hiệu kœ, điượợc 
xác định như sau : 


~ Nếu k >0 thì ha cùng hướng uới RỆ 
- Nếu È < 0 thì ka ngược hướng uới đ; 
- Độ dài của ka bằng |kllaÌ : 


|zøl=|zl.|al. 
b) Tính chất 

— Tính chất kết hợp đối uới phép nhân các số thực : 

k.(lu)=(kl)q; 
Ị 
- Tính chết phán phối đối uới phép cộng các số thực : 
| (È4+lJ8 =ka +ia; 
_ Tính chất phân phối đối uới phép cộng các 0ectơ : 


Kasndlska bi: 


- 


- *a=0 œ k=0 hoạt a=0. 
c) Điêu kiện để hai uectơ cùng phương 
Vectơ D cùng phương uởi uectơ 8, ta # ở) khi uà chỉ khi tồn tọại 
một số thực k sao cho b=k6. 
Hệ quả : Điều kiện để 3 điểm phân biệt A, Sở C thẳng hàng lì tôàn 
ti một xố È sao cho AB -:bAC. 
d) Hiếu thị một uectơ theo hai uectơ khôitg cùng phương 


Định lí : Cho hai 0ectơ không cùñg phương da, b. Mọi uectơ x điều 


có thê biêu thị một cách duy nhất qua hút 0cctd da, bị; nghĩa là tôn 


tại duy nhút một cấp số mm, " sao cho : 


x =ma +nb — 0ớim, nh không đồng thời bàng 0. 


BÀI TẬP MINH HỌA 


HBài3 Cho hai điểm phân biệt A, B và I là trung điểm của đoạn thăng 
AB. 


a) Chứng minh rằng với mọi điểm M trong mặt phăng ta có hệ thức : 
2MI = MA + MB (*) 
- b) Xét sự biến đổi của hệ thức (*) khí MxzxlI; M=zA; M=B. 
Hướng dẫn 
a) Theo quy tắc 3 điểm của tổng vectơ, ta có : 
MA = MI + IA; 
MB - MI + IB 
= MA + MB - 2MI ¿ IA ¿ 1B. 
Theo tính chất kết hợp cua tổng vectơ, ta có : 
MA + MB = 2MI +A + Bì). 
Vì I là trung điểm của AB nên IA + IB =0 và theo tính chất của 
vectơ 0, ta có : MẢ + MB = 2MI (") 
b) - Khi M=I thi (*) trở thành IA +IB=21I = IA +IB=0. 
Khi M = A thì (*) trở thành AA + AB =2 AI -  32AI=AB. 
Khi M=Btacó: 21B =AB. 


Chu ý : Từ các kết quả trên, ta có kết luận : 


Nếu I là trung điểm của đoạn thẳng AB thì : 


IA +lIB-=0 (1ì 


2AI=AB; 2IB-=AB (22) 
Với mọi điểm M trong mặt phẳng : 


2MI - MA +'MB (33) 


Các hệ thức (1), (2), (3) thường được sử dụng để chứng minh mộ§t 
điểm là trung điểm của một đoạn thắng. 


Bài 4. Cho tam giác ABC. Gọi I là điểm thỏa mãn hệ thức vectơ : 
TẢ =k. BĨ với ke Rvà kz-1. 
a) Biểu diễn vectơ AI theo vectơ AB. 


b) Biểu diễn vectơ Cï theo các vectơ CA, CB. 


e) Gọi M là trung điểm của cạnh BC và K là trung điểm của đoạnn 
thắng AM. 


Chứng minh rằng với k = : thì ba điểm C, I, K thắng hàng. 


A 
Hướng dẫn 
L _NG 
a) Theo quy tắc 3 điểm, ta có : 2# ] 
BÍ = BA + AI. 
— _—— Ề 
Theo giả thiết IA =kBÍ  - C M B3 


=  IA=k(BẢA+Al = - IA=kBA+k.AlI 


=> IA-kAI=kBA = lA(+k)2k.BA 


= AI.zljekABS © Ais„ -:AB: 
l+k 
Bông CÏ =CÁ + AI =CA + - .AB. 
l+k 
Mặt khác AB = CB - CA nên : 
sẽ. rử. n..... 
1+k 1+k 
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EÌ si Ác -:Œ8 ( 


l+k 1+:k 


e) K là trung điêm của AM nên : 


2CK=CA:CM + 3CK-CA còCB 
CK= LÍCA 1x ÖŒB ' (2) 
2ì bảng 
Với k= : thì hệ thức (1) cho ta : 
— 2 _— 1 _ : _— l _ › 
ÔI S2CA+Ä CB s Ơi - 2| CÁ LỚP | (3) 
3 chuyền 3 2”) 


Từ (2) và (3) ta suy ra:  CÏ = 2CK, 


Hai vectơ CI, CK là hai vectơ cùng phương suy ra ba điêm C, I, K 
thắng hàng. 


Baài 5. Cho tam giác ABC, trọng tâm G. Gọi A, B, C theo thứ tự là 
trung điểm của các cạnh BC, CA, AB. 


a) Chứng minh hệ thức GA + GB =9GA”. 
bồ M là một điểm bất kì trong mặt phẳng. 
Chứng minh hệ thức 3MG = MA + MB 4 MC. 


Chứng minh bốn điểm A, G, A', P thắng hàng. 
(‹đỳ Chứng minh hai tam giác ABC và A'BC' có cùng trọng tâm. 
Hướng dẫn 


a}) Ta có : GẺ = GÀ" + AC; 
Gỗ - GA: + A 


=) GC + GB = 2GA' + (AC + A®) 
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Vì A' là trung điểm của cạnh BC nên AC +AB=0, 


Vậy: GC +GB=2GA' (Œ) 

Vì G là trọng tâm của AABC nên GA = 2GA.. 
Từ đây ta có: GA =-2GA” (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra : 

GB+GC=-GA = GA+GB+GỞ=0. 
Ta có : MÔ = MA +AG; 

MG = MB +BG; 

MG = MC + CG 
=> 3MG = MÁA + MB +MC -(GA +GB +GC) 


Vì G là trọng tâm của AABC nên: GA +GB+GC=0. 


Suy ra 3MÔ =- MÁ + MB + MỎ. 
Kết hợp GB +GỞ=GP với GB+GC-9GA.. 


Ta suy ra GP = 2GA: hay hai vectơ GP và GA' là hai vectơ ciùrng 
phương, suy ra G, P, A' thẳng hàng. Từ đây suy ra đpcm. 


Ta có : GÀ: =~2GA; 
XE 1 4x 
GB =-—GB; 
2 
Gể =~3GỐ 
2 


= GÀ' + GB + GỠ = ~2(GA + Gỗ + GỎ 


+  GA'+GB+GC =0. 
Đẳng thức cuối cùng này chứng tỏ G là trọng tâm của tan giác 
AC. 


HBài¡6. Cho tam giác ABC; M là điểm thỏa màn hệ thức : 
MC + 2MB +3MA =0. 


a) Biểu diễn vectơ MC theo các vectơ AC, BC. 


b› Xác định vị trí điểm M. A 
Hướng dẫn 
a) Ta có : MB = CB ~ CM; b 
MÁ = CA-CM. 
Thế vào vế trái hệ thức đã cho, ta được:  B D C 


MẺ + 2(CB - CM) + 3(CA - CM) = 0 


=  6CM-=2CB+3CA 


+ “OMẶ=ŠLOHB+2CA, 
3 2 
bị Gọi D lạ điểm mã CD = 2CB = CŨ - CB. 


— 1 


E là trung điểm của AC thì : CE =2 CA. 


ma 


Theo kết quả câu a) ta có : CM =CD +CE. 
Vậy M là đỉnh thứ tư của hình bình hành CDME. 


IBai 7. Cho hình bình hành ABCD, tâm IL. Gọi E, F theo thứ tự là các 
trung điểm các cạnh AB, CD và P là điểm thỏa mãn hệ thức vectơ 


3]P =-IA. 
a› Xác định vị trí điểm P. 
b' Chứng minh hệ thức : 3AP- 2AC = 0. 
c. Chứng minh ba điểm B, P, F thắng hàng. 
d: Chứng minh I là trung điểm cúa đoạn thẳng EF. 
Hướng dẫn 
a Từ đăng thức : 3 IP =~ IA ta suy ra hai vectơ IP và IA là hai 
vectơ ngược hướng. 
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b) Tacó: 3IP=-IA = SA +AP)=-IA 


1 1 


Ta lại có : IP = — IA, IP = -IC. 
3 3 


Vậy P là điểm nằm trên đoạn 
thăng IC và thỏa mãn hệ thức : 


—=~. D F C 
IC 3 ~ 


=> 41A +3AP=0. 
Mặt khác IA = _ nên : 
4|~5A6]+3AP = =_ S3AP-2AC=0. 


v2 


d Ðat¿ E3 = ÁP = CÁC ` AP = SẠC: 


G› 


BP - BA +AP => BE = BẢ + 2 AC 
= BỂ = BA + 2 (AB+ BC) 


mà BA --AB => BE = 2 BÀ + BC (11) 
F là trung điểm của DC nên : 2BF - BD +BC. 
Vì BD - 2BI - BA +B€ nên BF - 2 BA + BC (2)) 


Từ (1) và (2) suy ra BP = SE. 


k*°cg Ỷ=y 


Đẳng thức này chứng tỏ hai vectơ BP, BF cùng phương hay b¡a 
điểm B, P, F thẳng hàng. 


d) Tacó: - 2IE=IA+lIB; 
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2IF =ID+IC 


=_ 2(E+IF)=(IA+ IC)+(1B+ID). 


Vị I là trung điểm của AC và cùng là trung ciêm của BD nên : 
IÃ + ]Ế =0; 
ÌB + HD =6, 

Do đó suy ra : TE + IF 0. 


Đăng thức cuối cùng chứng tỏ.J là trung điểm của đoạn thắng EE. 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Cho hình bình hành ABCD tâm là điểm I, M và N là 2 điểm thỏa 
mân các hệ thức : 
AM-=kAB:  CN:kDC-0. 
a) Chứng minh [ là trung điểm của đoạn thăng MN. 
b) Chứng minh tứ giác AMCN là hình bình hành. 
Gợi y : a) Chứng minh IM+IN=0. 
b) Chứng minh AM = NG. 
Cho tam giác ABC, M là trung điểm của cạnh BC, P và Q là hai 
điểm thỏa mãn các hệ thức vectơ : 
BP = BC -2AB 
CQ=kAC-BC (&keR) 
a) Xác định vị trí điểm P. 
b) Biểu diễn các vectơ AP, AQ theo các vectơ AB, AC. 
e) Xác định giá trị k để ba điểm A, P, Q thẳng hàng. 
đd) Xác định giá trị k để đường thắng PQ đi qua trung điểm M của 
cạnh B€. 
Gợi ý: bì AP=-2AB+AC;  AQ=AB+kAC. 
} 
c) k=- VÀ 
2 


đ) Tìm điều kiện để MP và MQ cùng phương. Suy ra k = mì 


2 


đ) 


e) 


b) 


c) 
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Cho tam giác ABC, M là trung điểm của cạnh AB và D, E, F là bba 
điểm thỏa mãn các hệ thức : 


3DB-2DC, EA+3EB=2EC; 5AF -2AC. 
Dựng các điểm D, E, F. 
Biểu diễn vectơ AD theo các vectơ AB, AC. 
Chứng minh tứ giác BCEM là hình bình hành. 
Chứng minh ba điểm A, D, E thẳng hàng. 
Chứng minh ba đường thẳng AD, BC, MF đồng quy. 


Gợi ý : b) AD =3AB -2AC. 
ME-=BC. ° 
Chứng mình AD và AE cùng phương. 


Chứng minh DF và ME cùng phương suy ra D, M, F thẳng hà:nạg, 
suy ra đpcm. 


Cho tam giác ABC và hai điểm D, E được xác định bởi các hệ thưứcc : 
DB = k.DC; EB = ¡BC (Œ&# 1) 
Biểu diễn các vectơ AD, AE, DE theo các vectơ AB, AC. 


Chứng minh hai tam giác ABC và ADE có cùng trọng tâm. 


Hai điểm F, I thỏa mãn các hệ thức : 
FA =kFB; IC =kIA. 


Chứng minh hệ thức AD + BI + CF = 0. 


_— k RE đv 1 —_ 
Gợi ý : AD =———AC -——AB, 
lờ 20200, 'ĐÏ k-1 
ẤE =< AC + AB; 
k-l k-1 
DE - E†|(AB - AC) 
k-l 


bì Gọi G là trọng tâm của AABC, Háy chứng minh : nã 


› 


2A +GB +GC =0, 


5. Cho bốn điểm A, B, C,D. Gọi E, F theo thứ tự là trung điểm của 
các cạnh AB, CD và. M, N theo thứ tự là trung điểm của các đường 
chéo AC, BD. 


.a) Chứng minh các hệ thức : 2EF - ty ŠD« = AD + BC; 
2MN = AB +CD = AD - CB. 


Ib) Gọi G là trung điểm cúa đoạn thẳng EF. 


Chứng minh hệ thức : 4AG = AB + AC + AD. 


e) Chứng minh hệ thức : GẠÁ+ GB +GC + GD = 0. 


§3. Trục tọa độ 


1. Trục tọa độ 
Định nghĩa 
Trục tọa độ là một đường thẳng trên đó đã xúc định một điển 9), 
gọi là điểm gốc, 0à một Uuectơ đơn bị Ễu 


Kí hiệu trục : (Ô; 1) 
O 


xÌ . X 
1 
2. Tọa độ của vectơ và của điểm trên trục 
` - 
—_ Vectơ u nằm trên trục (Q; ¡!) có tạa độ qd : 
utg) c©S Uu=d@.1. 


—.- Điểm M nằm trên trục (O; 1) có tọa độ m : 


Mtm) co OM =m F : 


Dễ thấy tọa độ cúa điểm M _—” sU@peei ø MÔ 


TRÙNG TÂM THÔNG ïIN THỰ VIÊN | 


|JC//605.- + 


t0 17000 Gengdenrrvih = -Ì 
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3. Độ dài đại số trên trục 
Hai điểm A, B nềm trên trục (O; Ễ) thì tọa độ của 0cc†ơ .AB dưược 
goi là độ dài đại số của ÁBØ và ký hiợu là LAR : 

AB = AB. ¿. 

Từ định nghĩa ta suy rd : 
+ AB=CD 3> AB-CD. : 
+ Hệ thức Chasies : AB+ BC - AC; 
AB = OB - OA. 
+ Nếu A(xa/; B(xg) thì : AB = xg ~ xạ. 

4. Tọa độ trung điểm của đoạn thẳng trên trục 

Gọi I là trung điểm cúa đoạn. thẳng AB thì : 
2 ĐÃ + 0B 
2 

Chú ý : Khi iàm toán, ta có thể sứ dụng hệ thức Chasles dưới dạng 
mỏ rộng bằng cách "chèn" thêm các điểm trung gian, chứng hạn 

AC >x AB + BD + DE + EC 
uà có thế sử dụng hai chiều : thay một tống các đoạn thứng bằïng 
một đoạn thẳng hoặc thay một đoạn thẳng bằng tổng các đoạn 
thẳng liên tiếp. : 

BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 8. Cho bốn điểm A, B, C, D với A(3); B(-5); C(-2); D(2). 
a) Tính AR, CD, 


J— 


b) Biểu diễn vectơ BD theo vect~ AD. 
Hướng dẫn 
a) Ta có : ÖA =3; OB - -5; ỐC - -92; ÓD =2. 
AB=AO+OB =  AB--OA+OB 
=>_ AB=-3+(5) = AB= -8. 
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Chủ ý: Có thể tính: AB-=OB OA= 5 3 =5 AB=-8 
CD - OD- OC =9- (-2)= 4. 
b) Tương tự ta tính được: BD =7 =› BD KuÊN Ly 
AD--1 = AD=-1. 
Suy ra BD 3 si? AT), 
Bài 9. Cho bốn điểm A, B,C, D biết: OA =-2: OB=4ï; BC=-2i 
và D(-4). 
a) Tính tọa độ trung điểm I của đoạn thẳng AB. 
b) Chứng minh hai đoạn thắng AB và CD có chung trung điểm. 
€) Minh họa kết quả trên hình vẽ. 


Hướng dẫn 


a) Ta có: 5 - ĐÀ + ĐB Sa Sản =a OI =1 
=  I(1) (1) 
bì BC=-2Ï +  OC-OB=2ï = OC=<OB+3i 
=> OC=4i+3i = OC=6i = ÓC = 6. 
Gọi J là trung điểm của đoạn thẳng CD, ta có : 


¬¡ . OE+OD ¬r 6-4 
= ƒ_—— ph 


OJ Gủ =- => OJ=I1 


€ 


=_ đ(1) (2) 
Từ (1) và (2) suy ra Ol=OJ + IzJ 
tay I trung điểm của AB cũng là trung điểm của CD. 


©) Ta có hình vẽ : 


-4 _Ð 4 
;z———+>——t——————————-—+——-> 
x ^ O I B CX 


Bài 10. Cì› hai điểm A, B với xa = -ỗ; xg =7. 


Tìm điểm M thỏa mãn hệ thức 3MA - 2MB =0. 
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Hướng dẫn 
Gọi tọa độ của M là x, ta có : 
MA = -5 - x; 
MB =7—X. 
3MA - 2MB = 3(-5 ~ x) - 2(7 ~ x). 
(5 -x)- 27-x)=0 = x=29 M(29), 
Bài 11. Trên trục tọa độ (Ò; ¡) cho bốn điểm A, B, C, D. Gọi I, J, E,,L 
theo thứ tự là trung điểm của các đoạn thắng AC; BD; AB; CD. 
a) Chứng minh các hệ thức : AB +CD = AD +CB - 217; 
AC + BD = AD + BC = 2KL. 
b) Chứng minh hai đoạn thắng IJ và KL có chung trung điểm. 
: Hướng dẫn 
a) Ta áp dụng hệ thức Chasles mở rộng : 
lJ = IA + AB + BJ = IA + AD + DJ; 
lJ = IC + CD + DJ > IC + CB + Bở. 
. Cộng các đẳng thức trên vế với vế ta có : 
21J = IA + IC + AB + CD + Bợ + DJ 
-TA+ÏÕ+ AB ‹ÊB + DJ +BD 
Vĩ I là trung điểm của AC nên: IA+IC=0; 
J là trung điểm của BD nên : Bợ + Dd =0. 
Từ các kết quả trên, ta có : 2lJ = AB+CD - AD +CB. 
Hệ thức thứ hai cũng được chứng minh tương tự. 
b) Gọi M là trung điểm của đoạn thẳng lJ, ta có : 


2OM:ĐI + ÖJ | Œ) 

`. ˆ__ =_ƠA+OC 
Vì I là trung điểm của AC nên : Or ; 5 (2) 
J là trung điểm của BD nên : ÖJ = - : D (3) 
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OA+OC+OB+OD 
ở) 


“ 


Từ (1), (2), (3) ta có: 2OM - 


`... .. vân 

2 2 
Vị E là trung điểm của AB nên : OK - s = (5) 
Vì L là trung điểm của CD nên: OL = 0C : OD #9 
Từ (4), (5), (6) ta suy ra : 2M = OK + OL đế 


Đăng thức (7) này chứng tỏ M cũng là trung điểm của KL. 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
1. Cho ba điểm A, B,C biết xạ = 2,1; xạ = -3,6 và BC = -5„7. 
Tìm tọa độ các trung điểm I, J, K của các đoạn thẳng AB, BC, CA. 
2. Cho hai điểm A, B biết OÁ =4i và trung điểm I của đoạn thẳng 
AB có tọa độ xị = -ễ . Tính độ dài đại số của đoạn thẳng AB. 


8. Cho hai điểm A, BH có xạ = 2, xg = -]. 
a) Tính AB; BA và AB. 
b) Tìm tọa độ trung điểm I của đoạn thẳng AB. 
©) Tìm tập hợp:  - các điểm M sao cho AM <0; 
các điểm N sao cho BN >0; 
- các điểm P sao cho AP >0? 
4. Trên trục số (O; FỆ cho hai điểm A, B biết OA = ấn : OB = sÉ1, 
a) Tính AB. 


b) Tìm tọa độ trung điểm I của đoạn thăng OA, trung điểm JJ của đoạn 
thẳng OB và trung điểm K của đoạn thẳng AB. 


œ) Xác định tọa độ điểm C trên trục (O; ¡) thỏa mãn điều kiện : 


2CA - 5CB - 0. 
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đ) Gọi P là một điểm bất kì của trục (O; ¡). Chứng minh hệ thứ: : 
2PA - 5PB = -3PC. 
B. Trên trục (O; ï) cho bốn điểm A, B, C, D..Chứng minh các hệ tìhúức : 
-a) AB.CD + AC.DB + AD.BC =0. 
b) AB”.CD+AC .DB+AD” BC +CD.DBE.BC = 0. 


Gợi ý : Chọn gốc tọa độ là điểm A và đặt A(0); B(b); C(e); D(4). 


§á. Hệ trục tọa độ 
1. Hệ tọa độ 
Hệ trục tọa độ gồm hai trục 0uuông góc uới nhau. y 


Trục nằm ngang Ox uới Uectơ đơn uị ỉ 
gọi là trục hoành. Trục thẳng đúng Oy 
uới 0ectơ đơn UỊ F gọt! là trục tung. 

Hệ trục tọa độ uuông góc được kí hiệu 
Oxy hoặc (O; Ẳ; 3. : : 


Mặt phẳng có trang bị một hệ tọa độ được gọi là mặt phẳng tọa đóộ. 
2. Tọa độ của vectơ 
PIN: đa Ks b- 
Trong hệ tọa độ (O; ¡; j) nếu a = xỉ + y j thì cặp số (+; y) được 
: “ : 
gọi là tọa độ của uectơ œ. 


- _ 


- - 
a(x; y) =. Œ=+xr+YyJ. 
Từ định nghĩa, ta suy ra : 


, 


x~=x* 


d(x:y) = B(x; V}'e | 
. J hs 


3. Biểu thức tọa độ của các phép toán vectơ 
Cho g(%; y) uàờ b(x; y)). 
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4l tb=(xrx, y*y); 
qa -bzäÍx~-x; Yy-w! 
9; hú =tÈx,-hy: tơi clR. 


` h 
Š = ` t, : : % 3% _. , 
€) Điều hiện dc ă bà b củn TƯƠNG : — = — (UớIL vỗ z0 =0). 
( & b at) „3 
s/ 


4. Tọa độ của điểm 


_~> > > 
ÁMĨ(x ; y) Ý  OM =x: +). 


Tủ đây, ta có Atxa, và); B1xg; yg) thì AI = (Ấp — XA; YB — YA). 
5. Tọa độ trung điểm của đoạn thẳng và tọa độ trọng tâm của 
tam giác. 
œ) Tọa độ trung điểm của đoqn thăng 


Lúg y) là trung điểm cúa đoạn. thắng AB : 


Xa tin, ⁄A +3B 
X† TT TẾ 3,“ =_. .{, 


Đb) Tọa đọ trọng tâm của tam giúc 
Giuảc; Yo) là trọng tâm của ABC : 


_ XẠ +XYg †To, _Ö. YA † Yp + %c 


*q@ 3 , *J : 3 


6. Tọa độ điểm chia đoạn thắng AB theo tỉ số k 


Cho đoan lắng AB và một số thuc k. Điểm M chỉ đoạn thẳng AB 
theo †Ì số k là điểm M thỏu mãn hệ thức uectơ : 


MA - kMB 
Từ đây, ta suy ra : 
XA - #*xg JA — 3B ' 
Xk =— ———D—;  = ————. 
MT ng “c TIÊN E5 ` 


Độc biệt, khi b = -1 thì M lò trung điểm của đoạn thăng AB uà ta ; 


tìm tụi được công thức cho tọa độ trung điểm của đoạn thông. 


+ 


Bài 12. Cho bốn điểm A(0; -2); B(ẩ; 0); Dị4 SỈ: BỊ 5 ã): 


a) 


b) 


a) 


b) 


2A. 


BÀI TẬP MINH HỌA 


2 


Chứng minh ba điểm A, B, D thẳng !:àng. 
Chứng minh điểm E thuộc đoạn thắng AB. 
Hướng dẫn 


Xét hai vectơ AB, AD, ta có: 


]_—— 


AB=(3-0;0+2) = AB=(;9); 


AD =|4-0 5+2) = AD =|4 3] 


8 
Vì š = : nên hai vectơ AB, AD cùng phương. Hai vectơ này lại! có 
chung điểm A nên giá của chúng phải trùng nhau hay ba điểm! A, 
B, D cùng thuộc một đường thẳng. 


Chú ý : Ta cũng có thể biểu diễn. vectơ AD theo vectơ AB : 


—— 


_AD =SAB và suy ra hai vectơ AD và AB cùng phương. 
Xét hai vectơ BA, EB : ta CC : 


BÄ = (0-3: -2+ 2] = BẢ - (-2: - 3Ì) 
ä. 3 


_ 2 _— 2 
EB =3 2; 0 — : B8 =2), 
Bồ-Ís-s0x3), 5 : 


Từ các kết quả trên, ta suy ra : EA = -2EB. 


Đẳng thức này chứng tỏ hai vectơ EA, EB là hai vectơ mgtược 
hướng, suy ra điểm E nằm giữa hai điểm A, B. 

Ghỉ nhớ :, 

Để chưng minh ba điểm A, B, D thắng hàng, ta chứng minh hai 


—_—_ ——> 


vectơ AB, AD cùng phương. Tất nhiên nếu hai vectơ AB, AD 
không cùng phương thì ba điểm A, B, D không thẳng hàng. 


Đê chứng mình điểm B thuộc đoạn thăng AB, ta chứng mình hai 
vectơ EA, EB ngược hướng. 
Bài 13. Cho tam giác ABC biết A(2; 3); BL-1; 4) và trọng tâm G(- 1; -2). 


a) Tìm tọa độ đỉnh C. 


b) Gọi M là trung điểm cúa cạnh BC. Chứng mình ba điểm A, GŒ,M 
thắng hàng. 


Hướng dân 
a) Ta Có : ¬= = Xc = -4; 
3+4 : 
=; = Logo ki / 4 > Yc= -13 
3 
=> C(-4; -13) 
2ˆ ke 4 - †1ˆ € 
b) Ta có : XM = : LÊ Ni, Wẻ Sce cà 
2 2 2 2 
( 
= MỊ _ - 3) 
2 2 
Xét hai vectơ AM= [-Š; - =I _ AM = - 5g 5); 


AG =(-3; -5) => AG =- (3; 5); 


Hai vectơ AM và AG cùng phương, suy ra ba điểm A, G, M thẳng 
hàng. 


Bài 14. Cho hai điểm A(2; -4); B(-5ð; 1). Tìm tọa độ giao điểm C của 
đường thẳng AB với trục hoành độ. - 


Hướng dẫn 
Điểm C nằm trên trục hoành nên tọa độ của C là (x; 0) : C(x; 0). 


Điểm C€ nằm trên AB nến A; B; C là ba điểm thắng hàng. 
Ta xét hai vectơ : AC =(x-— 2; 4); 
AB = (~7; B). 
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A, B,C thẳng hàng nên AC và AB là hai vectơ cùng phương : 


Hi => Ta. =- c[-S: 0] 
-7 5 „ 5 5 


_Bài 1ð. Cho hình bình hành ABCD. 


Biết A(5; 4); DC = 2ỉ +3]; BC =-6Ï -Bị. l0 Luyờng 
B,C,D. 


Hướng dẫn 
Gọi tọa độ của B là (x;y) => - AB =(x—ð,y_— 4). 
Tứ giác ABCD là hình bình hành nên : 


DI: 


AB = DC = 
l\y-4=3 


x=?7, y=7 =  B(7.7). 


Gọi tọa độ của C là (x,y} = BƠ =(X — 7; y — 7). 
Giả thiết cho BC =-6ï-~3 j nên: 
"~'# =8 
và => xa=al,y=4 =_ C(1;4). 
Gọi tọa độ của D là (x”; y") DC =(1-x ;4—y'). 
Kết hợp với DC= 2i +3j ta có : 
On. ý tốn Ñ yUyY. .'DEONI 
yên vn Ha Ti dc 
Bài 16. Cho hai điểm AŒ; -3), B(-3; 1). 
a) Tìm điểm G thỏa mãn hệ thức : 3GA + 2GB = 0. 


Chứng minh rằng ba điểm A, G, B Hà gg hàng và điểm G nằm giữïa 
hai điểm A, B. 


b) Tìm điểm M chia trong đoạn thẳng AB theo tỉ số : 


Hướng dẫn 
a) Gọi tọa độ của G là (x; y). 
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~ 


GÀ + (7 =x: -3 = V); 


GB =t-3-x,l- Vy). 


lI 


: ¬- : ... J|dỨ - x)+~ 2(-3- x)z Ô 
Đăng thức đã cho tương ứng với. -_ 
\d(-2— y)+ 31 —-y) = Ô 


Để thấy GA, GB là hai vectơ cùng phương nên ba điểm A, G, B 
thăng hàng. * 


Chú ý : Ta dễ dàng tính được : GÀ = -a G8, 


Hai vectơ GA và GB là hai vectơ ngược hướng nên đỉnh G nằm 
giữa hai điểm A, B 


7+3 (-8) ¿Š 1 + ( 1) 
Ta có : XM= — = =1; YM= Ề = = Mibee| 
_1+- đụ 5 

2 2 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Cho bốn điểm A(0; -2); B3; 0); cỊ?, ~ nội DỊ-r = 3Ì 


Chưng minh bốn điểm A, B, C, D thẳng hàng. 
› Chứng minh điểm C thuộc đoạn thẳng AB. 
Sắp xếp các điểm A, B, C, D theo thứ tự trên đường thẳng. 
Gợi ý : a) Xét các vectơ cùng phương. 
b) Chứng minh hai vectơ CA, CB ngược hướng. 
e) Kết quả : D, A, C, B. 
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2. 


a) 


b 


~ 


a) 


b) 
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c) 


Cho bốn điểm A(0; 2); B(1; 4); C(-3; -3) và D(-2; 2). 


Chứng minh rằng điểm D nằm trên đường thắng AB còn điểm: € 
không thuộc đường thẳng AB. 


Gọi A',B, D' theo thứ tự là các điểm đối xứng của các điểm A,IB,,D 
qua tâm C. 


Chứng minh ba điểm A', B, D' thẳng hàng. 
Cho tanrgiác ABC, biết đỉnh A( 1; -3), đỉnh B(3; 2). Trung điểm M 
của cạnh BC có tọa độ (š:) và một điểm G(2; 1), 


Chứng minh ba điểm A, G, M thẳng hàng. 
Tính tọa độ đỉnh C. - 


Tính tọa độ trung điểm N của cạnh AB và chứng minh ba điểm 'C, 
G, N thẳng hàng. 


Gợi ý : a) Chứng minh các vectơ cùng phương. 
b) C(2; 7). 


Cho ba điểm A(1; 2), B(3; 1); H(2; -2). Gọi G là trọng tâm của tam 
giác OAB. 
Chứng minh ba điểm H, A, G thẳng hàng. 


Gợi ý : Tính tọa độ G; so sánh hai vectơ AH, AG. 


Cho hai điểm A(-2; -3); B(0; 1). Tìm điểm P nằm trên đường thẳmg 
AB mà có tung độ và hoành độ bằng nhau. : 


Gợi ý : Gọi hoành độ của P là x thì tọa độ của P(x; x). 


_—_— 


AP =(x+2;x+3); 

BP = (x; x— Ì). : 
PeAB = A,B,Pthẳng hàng 
= AP và BP cùng phương 


x+2 x+r3 
x=_-l 


X x-l 


= P(-1; -1). 


6.. 


[rong mặt phăng tọa độ cho năm điểm : 


5 


A(-5;6);  B(0;-3); Cj—,-1: D23; - EỊ ni]. 


sim 


a) Tìm tọa độ điểm M thỏa mãn hệ thức BM - ME. 


b) Dìm tọa độ điểm F để tứ giác ABCF là hình bình hành. 


e) Xác định tọa độ điểm I, giao điểm của trục tung với đường thẳng 


ŒE ? 

d) Xác định tọa độ các điểm P, Q thỏa mãn các hệ thức vectơ : 
PA + PB = 3GCE; 
4QA +3QD =0. 

T 5 
Gợi ý : a) M|-5: -8). 
b) Ta có FC = AB; FÍ=: 8Ì, 


c) Xuất phát từ tọa độ I(0; y) và hai vectơ cùng phương 


CỊ, CE. Ta có 1| SỈ: 


đ) PÍa 3]: qỈ-2 ¬ 
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Chương II 
TÍCH VÔ HƯỚNG ¡ CỦA HAI VECTƠ VÀ ỨNG DỤNG: 


§l. Giá †rị lượng giác của một góc bất kì 
(từ 0° đến 180) 


1. Nhắc lại các kiến thức về tỉ số lượng giác của góc nhọn 
a) Các tí số lượng giác 


: đối ¡ hệ 
sina = —; COSữ = ; —; 
huyền huyền 
đối bê 
tang = ———-, Co = ——. 
kê đối 


Chú ý : 0 <sinơ <1; 0Ú <cosơa <1. “ 
b) Liên hệ giữa tỉ số lượng giác của các góc phụ nhau 
sin(90°.— ở) = cosử ; cos(90° - a) = sỉn œ; 
tan (902 - ø) = TY cot(900 ~ œø) = tand. 


c) Các hệ thức cơ bản 


sŠcÐ ? Si" œ COS ữ 
Sin“œ + cos“œ = 1; tan d = co‡a = — 
COS đ sản ứ 

tan đcota = Ïl; 

2 M g 1 

Ề 0 2 0 
1+ tan a= (xưz90); 1 + coư= ——— (0 < z< i80”). 

C05“ ø Sin” ơ 


2. Giá trị lượng giác của một góc bất kì 
ø) Định nghĩa 


Với một góc œơ (0° œ < 180°), ta xác định một điểm M trêt. miữa 
đường tròn đơn uị sao cho MOx = a. , 


Khi đó, uới M(x; y) : 
sinở = ÿy; COSØ = X; 


x 
tanư= ” (x =0); cotz= — (y z0). 
* y 
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Từ các định nghĩa này, ta suy ra : 


Ê s2 SI/1 COS(ứ 
|sin ở| < 1: |cosz|< 1; lanư= ———: cotlz= ———. 
cOS sin ứ 


b) Dấu: của các giá trị lượng giác. 


Khoảng | 
l@&mbpm 7 0 900 1800 - 
| - S63 =—— ñm = c—a Si Hà— - ¬=....... 
pz. = Kes2 xe” | ha. Bói EuẾ: J =m Xếi K0) 
ị cos + “ | 
k ——————————————-—-ar—— SG TQUNAGG — 
ị tan + | R | 

= — - †- 8 = 1 
L sói : | TS ÁI 


Chú $ : Nhìn uào bảng ta thấy, giá trừ sỉ luôn luôn dương hhi 
0<x< 180. 


Với các góc nhọn thì cos, tan, cot nhán giá trị dương. 
Với các góc tù thì cos, tan, cot nhộn giá trị âm. 
c) Liên hệ giữa giú trị lượng giác của hai góc bù nhau 
Hai góc bà nhau œ 0à 8= 180” - œ có : 
Sinứz = sinj; Cosữứ = ~cos; 
tanœ = -tgnØ; — cotơ = — cotf 


Hai góc bù nhau thì có sin la nhau; còn cos, tan, cot thì đối nhau. 
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Ề 
n7 co 
.l#|øl:|.,l:| #|[# 

CS ' vài Lộ | lễ 2 IRE 7 | ¬ | - 
na ————— SH hỗ s 
Ì- sạn - 6 Lạ Ì 8 lien] ¬5 | -1 . 0 
pc + Ị †z "= mm 

Œ v3 Xi | —— -Il |} -JV3 | KXP 
lỆ sE ngới hại Sỉ 74 8áRiBnI ai Bì bidi 


Chú ý : 

1. Các công thức cơ bản uê các tỉ số lượng giác của góc nhọn 0uẫšn 
đúng đối uới trường hợp góc q bất bì. Dó đó trong khi làm toámn, 
ta có thể sử dụng các công thức này. 


2. Các kiến thức lượng giác trong mục này chí nhằm phục 0a chao 
uiệc học uê tích uô hướng cúa 2 uectơ uà ứng dụng của nó, tì UộŸy 
người học cần : 


- Nắm Uững các định nghĩa.  ' 


- Nhớ các giú trị lượng giác của các góc đặc biệt để khó. môšt 
thì giờ tra cứu. 


— Biết sử dụng thành thạo bảng số hoặc máy tính bó túi dễ tìmn 
các giá trị lượng giác của một góc hoặc biết tìm góc kh: biếết 
giá trị lượng giác của nó:- Trong công uiệc này, uiệc xác địnÌh 
dấu của các giú trị lượng giác có một ý nghĩa quan trọng 

BÀI TẬP MÌNH HỌA 
Bài 17. a) Cho cosơ = 0,28. Tính góc ơ; sinơ, tanœ, coto. 
b) Cho sinB = 0,6. Tính góc j, cỏsB, tan, cotB. 
Hướng dẫn 
a) cosơ = 0,28 = œ ~ 7840. 
sin°œ +cosœ=1l = sinSœw= 1- (0,28) 
=_ sin?u = 0,9216. 


Vì cosơ = 0,28 >0 ơ<g0" = . g8ing > 0. 


Vậy:  sino = v0,9216 = 0,96; 


sin œ l s 
tanơ = ~ 3,43; ° : 
C0S œ , 
cos ơ 
cotœ = — ~ 0,29. 
sin d 


Chú ý : Có thế tính sinu = sin73140'. 
b) Ta có: sinB+cosB=1l  = -cos”p =1-sin?B 
=>  c0sB=1-(0,6)° => cosfB = 0,64 
=_ cosl = +/0,64 .A cosjl = +0,8. 
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+ Với cosj) = 0,8 = B x 3652. 
0,6 


tanB = —— : ),7ð; cotjl = b V2 = 13333. 
0,8 ; 0,6 


+ Với s0sj) = -0,5 = j.x 180” - 36°52' 5 B x 143°08'. 


tanB = hi = -0.75; cotB 


-1,3333. 


Bài :8. Tính giá trị các biếu thức : 


a) A =sin(1200 + x).tan(1800 ~ 5x).cot(75° + 2x) với x = 300. 


b) B =sinÏx — cosx trọng các trường hợp : 


+ Cho biết sinx = s: 


` 1 
+ Cho biết cosx = kế“ 


+ Cho biết tanx = a. 
Hướng dẫn 
a) Thế x = 30 vào vế phải, ta được : 
A = sin(1502).tan(30”).cot(135”) 
s5, 6 
2 


Ụ 
> 
lì 


{1 = A=-—. 
4 


b) Trước hết ta rút gọn biểu thức : 


$x _cosx # 


B=sin 
= B = (sin”x + cos”x)(sin?x - cos”x) 
= B = sin”x - cos2x. 
+ Thế cos”x = 1 - sin”x, ta được : B = 2sin2x - 1. 


Š quyai vé 1 : 7 
Với sinx = —, ta tính ra B = tiệt 


c° 


+ Thế sin?x = 1l - cos”x, ta được : B = 1 - 2cosỶx. 


Ta 1 ST 7 
Với cosx = -—, ta tính ra B = —. 
4 8 
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+ 


b) 


e) 


a}ý 


a) 


34 


Từ B = 1 - 2cos”x, thay thế coS”x = =—=-— ta được : 


1+ tan” x 

1ˆ tan? x- 1 

Bretxs====~ —> B= NET TEEEEG. 

1 + tan“ x - tan“x+]l 

: Ề 3 

: a“—~] 
Với tanx==a =— B= p : 
a“+]l 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
Tính giá trị các biểu thức : 
A = tan1”.tan2”...tan88°.tan890. 
B = cos20° + cos402 +... + cos1602 + cos180!. 


0 
C = cot72.cot189 - an (cot442 ~ tar,1940). 
⁄ sìn 


Gợi ý : 
a) Viết A = (tan1.tan85°)(tan2”.tan88)”)... 
b) Viết B = (cos20° + cos1600) + (cos40°+ cos1400) +... + cos 1807. 
c) Sứ dụng liên h' giá trị lượng giác các góc phụ nhau. 

sin 150” - sin 15” 


ke NESCTT”DI lu gu tan15°= 2- v3. 
sin 105" + sin165 


Tính giá trị biểu thức P = 


-8+ x3 


Gợi ý : P= 
Ợi y 6 


_ 2 
Biết cosœ = -—. 
ở 


Tính góc œ. bỳ Tính sinu, tano ? 
Gợi ý : a) œ*~ 131°50'. b) sing z _ tưön =_~ _ 


Biết sinB = 0,8; 0 < B < 180”. 
Tính cosj), tan. b) Tính góc ÿ. 


Gợi ý : a) cosB = + 0,6; tan = + 


[| 


b) Có hai góc J :ƒ x 53708' 
Du x 12452 


ỗ. Biết tanu = -2. 
a) Tính góc ơ. b) Tỉnh sinu, cosơ. 
¬ ng , 2v5 5 
Gợi ý - a) ở x 114234. b) sinu = 2V5. COSŒ = *. 
5 5 
: : _ : EøC 8= xu. 3 
6. Tính giá trị biêu thức P= n ; biết cosa = —. 
cot“ˆa+ 1 5 
ƯỜN: 7 
Gợi ý : P= -—. 
25 


2(sin 1352 + tan 459) 
1- cos135° 


lỊ 


1. Tính giá trị biểu thức Q 


Gợi ý : Q= v3. 


2 SỜ và Mác Vu g , COSX+2sInx ,.. 
8. Tính giá trị biêu thức P= =  . biết cotx = - 
c€oS x - 3sin x 


9| —~ 


øïg:¿ Ta sềU 
7 


§¿. Tích vô hướng của hai vec†ơ 


1. Góc giữa hai vectơ 
Cho hai uectơ da, b khác 0cctơ 0. 
Từ một điểm O trong mặt phẳng. ta Uẽ OA = ga; ỞB - b thì góc 
AOB dược gọi là góc giữa hai 0ectơ a, b; hí hiệu (a, b). 
Nếu (a, b) = 90 = a Lò. 
2. Tích vô hướng của hai vectơ 


— Tích uô hướng của hai 0cctơ là một số, kí hiệu là a.b 0ò được tính 
theo công thức : 


KIÊN =ÌøÌ\(BÌ susfa; Hy 
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- Hệ quả 
g) Bình phương uô hướng của một uectơ 
_Ÿ2 a 
=lølÊ 
b) Điêu hiện cân uà đủ để hai uectơ uuông bóc 
alb œđœ a.b=0 


c) Góc giữa hai Uec(0 


ế/gÉÐ, B}a . 
lall | 
3. Tính chất 
a) Tính chết giao hoán 
R4 LÀM 


b) Tính chất kết hợp 
(ka).b=a.(kb)= k(a.b) 
c) Tính chất phân phối Í 


—> 


a( 


œ¿ 
+ 
S‡Ỳ 
&2 
H 
‡ 
œ¿‡ 
+ 
}\ 


4. Một số kết quả trực tiếp ¬ 
a) Quỹ tích tổng bình phương 
Cho đoạn thẳng AB có độ dài 2a uà một số thực k. Quỹ tích các 
điểm M trong mỹ. phẳng có tổng bình phường các PHAN g cách đến 
hai điểm A, B bằng k”: ~ 
MA” + MB” = k” 


là : 
- Nếu k° > 2q” thì quỹ tích các điểm M là đường tròn tâm là trung 
xế Tản k? - 9a 
điểm I của AB uà có bán kính R = —— 


ởđ6 


- Nếu k” = 2a” thì quỳ tích trùng uới điển: Ì. 


- Nêu k ` < 2d” thì quy tích lạ ©. 


b) Phương tích cúa một điểm đối uới một đường tròn 


Cho đường tròn (O; R) uà một điểm M cố định. Một cát tuyến thay 


đối cắt đường tròn tại hai điểm A, B thì tích MA.MB huông đối 


0à bằng MA.MB - MO' - RẺ. 


Tích MA.MB được gọi là phương tích cúa điểm M đối uới đường 


tròn (Q; R) uà bí hiệu là :ŸMuo, : 


2#v,o = MA.MB = MO? - RẺ. 


Dễ thấy: 2o, >0 co — Điểm M nằm ngoài đường tròn. 


:#w‹o, =0 «é Me (O; R). 


#wáuo <0 cs Điểm M nằm tron đường tròn. 


c) Tích uô hướng uà hình chiếu 


Cho hai cectơ OÄ, OB. Gọi B' là hình 
chiếu cúa điểm B trên dường thẳng OA. 
Ta có : 


OẢ.OB = OÀ.OB'. 
5. Biẩu thức tọa độ của tích vô hướng 


Cho hai 0cctơ a(fx; y). b(x? y). 


œ) Tọa độ của tích tô hướng 


0.b =x#'+ vi 


b) Độ đài cúa uec£ơ 


bô 


c) Góc giữa hơi uectơ 


cos(a, b)= 


(a#0; b#0) 


d) Điều kiện 0uuông góc. 

alb œ `xxzˆ+ yy =0 
e) Khoảng cách giữa hơi điểm 

Atxa, yA); B(xp; yp) 


AB= LAB|= \(*p -xA? +(yg A7” 


BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 19. Cho tam giác ABC có AB = 5; BC = 7; CA = 8. 
a) Tính tích vô hướng AB.AC, Suy ra Tin góc A? 
- b) Tính tích vô hướng CA.CB. 


e)_D là điểm thuộc đoạn thẳng CA Và CD = sCA. Tính tích vô aướmg 


_—> —— 


CD. CB : 
Hướng dẫn 


a) Ta có BC = ÁC- AB 
—2 —> TQ 
= BC =(AC- AB)? 
—. _—2 - J]_—_—= —2 
= BC =AC -2AC.AB+AB 
¬ ¬2 #_ 2 
+ AC AB-ÂC +AB -BECT 
2 


Theo hệ quả của tích vô hướng của 2 vectơ, ta có : 


cos A = cos(AB, TS 
|AB|l AC] 
= cosA=~ =_ A=600 
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b} Ta¿ó AB=CB-CA 


2 


AB -(CB CA? 

AB =-CB? -2.CA.CB+CA? 

GđA? +B -áE” 
2 


° ĐÁ, 


> CA.CB = 44. 


e) Vị D nằm giữa hai điểm C, A và CD = E tui ta suy ra CŨ = CA: 


CD.CB - 2 CÁ. CB ¬ CD C8 - 


Bài 20. Chu hình vuông ABCD. Gọi I, J theo thứ tự là các trung điểm 
của sác cạnh AD, ĐC. Chứng minh BỊ L A2. 


Hướng dẫn ` : B 
I là trung điểm của AD nên : 


2 BI = BA+ BD. 


J là trung điểm của DC nên : 


2 AJ = AD+ AC. 
' S<zm - seên, D jJ C 
Xét tích vô hướng 2 BI .2 AJ ta có : 


2 BI 2 AJ = (BA + BDI(AD + AC). 
The› các tính chất của tích vô hướng của hai vectơ, ta có : 


4 BÏ. AJ = BA. AD + BÀ. AC + BD. AD - BD. AC. 


V: BALAD = BA.AD=0. 


BDLAC = BD.AC=0 


—"> ——> 


BA. AC = - AB. AC = -| AB|lAC|.cos45° = -AB2. 
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BD.AD = DB.DA =|DBII DAI cos 459 = DA?. 


Như vậy : 4 BỈ. AJ = -ABẺ + DA?. 
Mà AB = DA nên : 
4Bl.AJ=0  :> AJ.B=0 = AJLBI, 
Chủ ý : 
1. Ta có thể giải bài toán như sau : 
Chọn hệ tọa độ (D, DA, DC ) thì trong hệ này, ta có : 


D(0; 0), A(0; 1), Cq; 07, BQ; 1), lÍo 3): 'Â: 


2") 


—... ở 
và Aj =[Š¡ =1), Bí = Ti 1) 
, E 


2) 


5 lá 
AJ.BI =1(+cUl-1Ì=o 
2 (32) 


=-= AJ. BI 


—> =—> 


2 Có thể xuất phát từ BÏ =BA+ AI; AJ = AD+ DJ 
= BI. AJ = (BA + AI)\AD+ DJ) 
= BA.AD+ AI.AD+ BA. DJ + AI. DỰ. 
—> ——> —_— — —— ——> _—> ——> 
Mà BA.AD=0; A1.DJ =0 và AI. AD <- BA DJ 
Suy ra BI ' AJ =0 = suy ra đpcm. 
Bài 21. Cho ba điểm A(-3; 3), B(0; 5), C(6; -4). 
a) Chứng mình A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


b) Tìm tọa độ đỉnh D sao chb tứ giác ABCD là hình bình hàmÌ. “Tìm 
tọa độ giao điểm M của đường thẳng AD với trục hoành. 


c) Chứng minh tam giác ABC vuông, suy ra hình dạng cúa tư ggiác 
ABRCD. 
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a) 


b) 


Ta xét các vectơ AB, BC : 


Hướng dẫn 


AB -(0+3; 5-3) 


= AB =(8; 2); 


BC - (6-0; 4-5) 


———————¬c: 
~w 


sa BC = (6; Q). 


không cùng phương. 


Suy ra ba điểm A, B, C không thăng hàng và chúng là ba đỉnh của 
một tam giác ABC. 


Gọi tọa đọ-của D là (x; y). 
Để tứ giác ABCD là hình bình hành ta phải có : DC = AB. 


Với DC = (6-x;.4-y) và AB = (3; 2), ta có hệ : 


=> D3; -6). 
-Ổ34-y=9 


š -x=3 
Điểm M nằm trên trục hoành nên có tọa độ M(x; 0). 


Ta có : AM =(x+3: 3); 


—. 


AD=(3+3:3+6) = AD=(6;9). 


Điểm M nằm trên AD nên hai vectơ AM, AD phải cùng phương, 


cho ta : 


Ta có: M(-1; 0). 
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c©) Ta chứng minh tam giác ABC vuông theo hai cách : 


- Cách 1: Sử dụng tích vô hướng : 
Ta có : AB = (3; 2); 
BC = (6; -9); 
=  AB.BC =386+2(-9) = 18 - 18 =0 


=¬  ABIBC = AABC vuông tại đỉnh B. 
Cách 2 : Áp dụng định lí Pitago đảo, ta có : 
AB” = (0 + 3)” + (5 - 3)” = 13; 
BC? = (6~ 0) + (~4 — 5) = 117; 
AC” = (6 + 3)” + (-4 — 3)” = 130. 
Từ các kết quả trên, ta suy ra : 
AC?=BC”+BA?” = AABC vuông tại B. 


Hình bình hành ABCD có 1 góc vuông. Vậy nó là một hình chữ, 
nhật. ` 


Chú ý : Đối với các bài toán hình học thì việc vẽ hình là rất quan 
trọng. Hình vẽ giúp chúng ta'` định hướng được suy nghĩ, sắp xếp 
công việc cần làm, các yếu tố cần tính toán và biết bắt đầu lời giải 
từ khâu nào. Chẳng hạn trong bài toán này, vẽ hình xong, ta thấy 
tam giác ABC chỉ có thể vuông góc tại đỉnh B, do vậy ta tính tích 


vô hướng AB.BC mà không cần thử các tích AB.AC hoặc AC.BC 
nữa, đông thời hình vẽ cũng giúp chúng ta kiểm tra và chỉnh lí các 
lời giải như trường hợp tìm tọa độ điểm D hoặc điểm M. 


Bài 22. Cho tam giác ABC có ba đỉnh A(2; 6), B(-3; -4), C(5; 0). 
a) Chứng minh tam giác ABC vưông. 
b) Tính diện tích của tam giác, suy ra chiều cao CH. 
c) Kẻ phân giác trong BD của góc B. Tìm tọa độ điểm D. 
đ) Tìm tọa độ chân H của đường cao CH. 


42 


na) Ta có: CA“ =(-31/20+6°= 4B; 
CB =( 8/2+(C 4) = 80: 
AB” =(-5)” + (-10)” = 12ã. 
Đề thấy AR” = CA” + CBZ 


^ABC vuông tại đỉnh C. 
b) Từ các kết quả trên, ta được : 


CA = 3/5; CB = 4/5; AB = 55. 


 T s CA.CB : s.3v5.4V5 


Sanc = 30(đvdt). 


Ta cũng có : 


H 


ĐẠRC 3AB.CH E=) CŒH-= 2SAnc Su CH= 12/5. 


AB 5 
e) Theo định lí về tính chất của đường phân giác trong của tam giác 
(lớp 8) ta có : 
DA _ BA - DA 5 


——=_—— > =—. 
DC BC DC 4 


Áp dụng công thức tính tọa độ điểm chia đoạn thẳng AC theo tỉ số 


k= ¬.... 


B8 8x 0 
_ 4 11, ` 4__8 
D= =.—. DE= =— 
le 8 lực 8 
4 4 
=> D=[ i3] 
À3 8 


đ) Gọi tọa độ của H là (x; y), ta có : 
CH =(x-5;y), AB =(-5;-10), 
CHILAB @© -5(x-5)+(-10)y=0 
©©  x+2y-5=0 (1) 
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a) 


b) 


44. 


Điểm H nằm trên AB hay ba điểm A, B, H thẳng hàng nên hhai 


vectơ AH và BH phải cùng phương. 
AH =(Íx-2; y - G); 
BH =(x+3; y+4). 


AH và BH cùng phương, cho ta : 


Ke y=Ố 
x+3 vyx+4 


Điểm H có tọa độ thỏa mãn cả hai phương trình (1) và (2) nên tọa 


độ của H là nghiệm của hệ : 
x+2y-B5=0 = HỆ5: S) 
2x-y+2=0 5 5: 
- BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
Cho tam giác đều ABC, cạnh a. 


©  2x-y+2=0 


Tính các tích vô hướng AB.AC ; AB.BC h BC. AC. 


taye=¡) 


Tính tổng AB. BC + BC .CA + CA. AB. 
Cho tam giác ABC có AB = 6; AC = 8; BC = 


11. 


Tính tích vô hướng AB.AC suy ra độ lớn của góc A. 


Trên AB lấy điểm M sao cho AM = 2 và trên AC lấy điểm N sao 


cho AN = 4. Tính tích AM.AN. 


— —_— _¬ —_ — 
Gợi ý: a) BC = AC-AB = BC =AC 


=... 


2 


— ——-> —=. 
-2AC.AB+AB 
21 


= AB.AC =-—. 
2 


AB.AC 


cos Â = cos(AB, AC) = 
|AB|l Acl 


=  A ~102938. 


=. 
= —^- ~-0,9188 
648 


_ 


(2) 


6. 


a 
b 


© 


a 


~ > 


) 


~ 


bị Ta sỡ: AM+= AB, AN - AC 


vh lun 


=_ AM AN+2AB,ÀÖ=<—.. 
6 4 
Chủ ý : có thể tính AM.AN theo định nghĩa. 


Cho hình vuông ABCD. Trên cạnh CD lấy một điểm E và trên tia 
BC lấy một điểm F sao cho CE = CF. Chứng mình BE ! DE. 


Gợi ý - Tính tích vô hướng BE.DF 
— _—— ~ > ]— —* —_— 

với BE=BC+CE; DF=DC+CF. 
Cho hình chữ nhật ABCD, ke BH ¡ ÁC. Gọi M,N theo thứ tự là 
trung điểm của các đoạn thắng AH, DC. Chứng minh BM L MN. 
Gợi ý : Tính tích vô hướng BM.MN 

với BM= 2 (BA + BH), và MN=BC "BH. 
Cho ba điểm A(3; 4), B(1; -2), C(-2; -1). 
Chứng minh ba điểm A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 
Chứng minh tam giác ABC vuông (theo 2 cách). 


Tìm tọa độ điểm I, trung điểm của cạnh AC và tọa độ điểm D, đối 
xứng với điểm B qua điểm I. 


Cho biết hình dạng của tứ giác ABCD. 
Gợi ý : a) Chứng minh các vectơ AB, AC không cùng phương. 
b) Chứng minh BA.BC =0 hoặc sử dụng định lí đảo Pitago : 
AC” = AB” + BC”. 
C) lệ: 3) DQO; 5). 
\2 2 
d) ABCD là hình chữ nhật. 
Cho ba điểm A(2; -2), B(-4; -2), C(x; 1). 


a) Với giá trị nào của x thì A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


45 


b) 


a) 


b) 


a) 


b) 


c) 


a) 


b) 
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C) 


Với giá trị nào của x thì tam giác ABC vuông tại : 
- Đỉnh A7? 
—_ Đỉnh C ? 
Cho tam giác ABC vấi A(@2; 8), B(9; 4), C(5; y). 
Xác định giá trị y để tam giác ABC là tam giác vuông. 
Tìm điểm P thuộc đường thẳng AB và có tung độ bằng -2. 
Gợi ý : a) y=-18 > AABC vuông tại A; 

y=32 =_ AABC vuông tại B, 

y=0hoặc y=7 = AABC vuông tại C. 

b) Xét các vectơ cùng phương PA, PB với P(x; -2). 

Cho tam giác đều ABC, cạnh 3a. Lấy các điểm M,N, P theo thứ tự 
trên các cạnh BC, CA, AB sao cho BM = a;CN = 2a; AP =x. 
Tính AM theo AB, AC: 


Chứng minh PN = g(AC- AB). 
a 


Tính x để AM LPN. 7 


Lá xế 1— 


Gợi ý: a) AM= SAB+ 2 AC, 


b) PN=-ŠAB‹ LAÓ. 
gã 


Cho ba điểm A(-2; 1), B(3; 6), C(4; -1). 


Tìm tọa độ điểm D để tứ giác ABCD là hình bình hành, tìm toa độ 
tâm Ï của nó. 


Chứng minh AC L BD, suy ra hình dạng của tứ giác ABCD ? 
Tìm tọa độ các giao điểm E, F của BD với các trục tọa độ. 
Gợi ý : b) ABCD là hình thoi. 

c) Tọa độ của E(x; 0), của F(0; y). 


$3. Hệ thức lượng frong †am giác 


1. Nhắc lại các hệ thức và hệ thức lượng giác trong tam giác vuông 
øa) Cúc hệ thức 
Tum giác ABC 0uông tại đính A : 
LÔ b=ab;c =ac 


¬-: A=90?Ẻ ¿ a =b +c 


3 ah = bc 

4 hˆ= be 

5. : = sa + : 
h SỐ b c 


b) Các hệ thức lượng giác . 
1. b = asùxB = acosE 

2 c = gsinC = acosB 

đ. b = ctanB = ccot 

4 › = bianC = bcotB 


^ 


2. Hệ thức lượng trong tam giác 
œø) Định lí cosin 
Trong tam giác ABC uớit BŨ = a, CA = b, AB = c, ta có : 


a” = b`+c” - ØbccosA e 


2 2 2 ệ l 
bˆ =a  +c  - đoccosB 


3 sẽ kẻ kả € T = 
c =a + b - 2abcosC É 5 ẻ 


“Trong một tam giác, bình phương cúa một cạnh thì bằng tống 
"bình phương cúa hai cạnh kỉa, trừ dị 2 lần tích cúa hai cạnh ấy 
nhân uớt cosin của góc đối diện. “ 

Hệ quả ` 

1. Ta dễ dàng chứng mình : 

A<909 œ< sa °<b'+c? 
A=90 c2 da =b °+c” (định lí Piago) 
9 


0 3 ø 3 
0 ©Ý© 0 >b +€C 


2. Từ định lí cosin, ta suy ra công thúc tính €ác góc của tam gác. 


b+c°-d” 

cosA =———————— 
2bc: 

2 2 2 

ad“. +cˆ-b 

cosB = ——————— 
2ac 

Mà 9 Đ¿ 

g” +b° -c” 

cosĨ = ——————— 


2qb- 
b) Định lí sin 
-_ Với mọi tam giác ABC, ta có : 


=. na ch 


sinA— sức B - sinC 
trong đó R là bán kúth đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
“Trong một tam giác thì các cạnh tỉ lệ uới sin của góc đối.” 
c) Công thức độ dài trung tuyến 


Gọi mạ, mụ, m„ là độ dài các trung tuyến ứng uói cạnh œ, È, c ía có : 


..Ế \" đ 
Hư = —_— 
2 4- 
¬"-..‹....^‹ 
mỹ = _— 
2 4 
1... ^. 
mỹ = _— 
2 4 
d) Công thúc tính diện tích tam giúc 
: 1 1 1 


1. S = —ah, = —bh, = —oh,. 
. 2 2 


2. S= Š gỗ si C ø A86 tiLA << og xùB 
2 2 2 


abe ‹ 
4F 
#9. S=¿r tới 2p=aqa+b+c 


5. S= \jptp-a/(p-b/(p-e) 


BÀI TẬP MINH HỌA 


Bài 23. Cho tam giác ABC biết a = j13:b=4;e=3. 


a) 
b) 


c) 


a) 


b) 


ec) 


Tính các góc của tam giác. 
Tính chiều cao CH và trung tuyến AM của tam giác. 
Tính điện tích Sape; bán kính R của đường tròn ngoại tiếp. £€ 
Hướng dẫn | 
4 +ã# sÍ(jl3” - Ì 


Ta có : bò 2 hjDöáöc3:<?ioaydbi-- M 
sở Â = 601. 
Tương tự ta tính được: B x64;  x56!, h Ẳ ì 
Tacó: CH=ACsinA = CH= c - 9/8. 
AM a, AM =3,5 


2 4 

` ABCH ` „32/8 - 8/8. 

abc 3.4./13 1 
`. ¿ 


abc = =—⁄29. 
48 48/38 3 


R= 


Bài 24. Cho tam giác ABC biết a = 3+v3;c = 32 và B = 459. 


a) 
b) 


e) 


~ 


a 


Tính cạnh b và các góc A, €. 
Tính diện tích tam giác. 


Từ các kết quả trên, suy ra giá trị lượng giác của các góc 75), 15, 


1089? 
Hướng dẫn 
Áp dụng định lí cosin, ta có : 


bˆ=a °+c”°- 2ac.cosB 


ˆ 4S JNJ ¿08 V59 -_sa+ J3iad X2 = 19 


2 
2 
xà. lý ĐÔ V3, 


Ụ 

cŒ 
t 

II 
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Áp dụng định lí sin ta có : 


c b 3/2 23 "~-1..:›:? 


= — š : — —~ sìn =.~——~ 
sinC sinB sinC 2 


Từ đây ta tính ra Â = 7BẺ. 


b) Áp dụng công thức : 


8x a acsin B ¬ 1. 2 (8+ jã,2J5.*2 


=>  S= 53+ v3) (đvdt). 


e) Vì Â = 75 nên ta tính cosA. 
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Theo định lí cosin, ta có : 
a?=bÊ+c7- 2bccosA 
be xa” 
2bc 
:2ý3)? + (32)? - (3 + 3)? 
2.243.342 
“ung 63 = cos75° = 


12V6 2/6 ` 


Thực hiện trục căn thức ở mẫu, ta được : 


cos75° = + =0}, 


=> cOSA = 


=. cos75” = 


} 
= cos75” = 


Ta tính sin75° từ công thức sin75” = v1 - cos? 75 và được : 


sinf8? s -0W8 + 48). 


Từ đây ta tính được : tan75”= 2+ v3; 
cot75° = 2-3. 


Sử dụng liên hệ giữa các giá trị lượng giác của các góc phụi nh:aU và 
của các góc bù nhau, ta có : 


sin CcoS tan 

mu | S t6 + V2). „048 ⁄2) 2x. ŸJB 
..... 

‡ : Ai 2a 2 8n Se 


| 1089 | x8 +2) T- NT 


) 


: lă 
2-43 | 2+3 | 


mm. -..nnnn 


1H... | 04/8 


 —s-.... . 


Bài 925. Cho tam giác ABC, biết A(-6; -5), B(-1; 7), C(8; -5). 
a) Tính các cạnh AB; BC; CA và các góc A, B, C của tam giác. 
b) Tính diện tích S và chu vị 2p của tam giác. 


©) Tính các bán kính R, r của các đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp 
tam giác. 


đ) Ke đường cao AH và phân giác AD. Tìm tọa độ điểm H, điểm Ð. 
Hướng dẫn 
a) Ta có: AB =(t 1+6) +(7+5)=169 = AB= 13. 
Tương tự. ta tính được: BC = lỗ: CA = 14. 


2 bà 2 
3° ¿142-152 5 
".. hố 6... 
213.14 13 


=  Á +6728' 
Tương tự ta có : Ö x 5929); 
Ở = 5308: 
b) Ta có: 2p= 13+ 14+ l15=42 :›+ p=21l.) 
pP-a=6: p-b=7; p-c=8. 


Sx= V216.7.8 = 84 (đvdt). 


€) Áp dụng công thức : 


BS vs Na j1 
4R 1.84 


3=jPpr = t c4 
21 


B1 


đ) Gọi (x; y) là tọa độ của H : H(x; y). 


—_— 


AH =(x+6,y+5), BC = (9; -12). 
AHILBC © 9(x+6)-— 12(y+5)=0 
© ởdx- 4y-2=0 (1) 


H < BC nên ba điểm B, H, C thăng hàng hay hai vectơ BH và BC 
là hai vectơ cùng phương. 


BC = (9; -12); BH =(x+l1;y_— 7). 


BH và BC cùng phương cho ta : 


sỞ-  c 464lffslysu (2) 
9 -12 


Tọa độ (x; y) của H phải thỏa mãn cả hai điều kiện (1), (2) nên 
chúng là nghiệm của hệ : 


l5 43) 
=> H—; NI 
Ì3x-4y-2=0 25” 25 
Ta có ^C = " D là chân của đường phân giác trong của góc A, 


theo tính chất hình học của phân giác trong của một góc thi D chia 
BC theo tỉ số " Do đó ta có : 


1 % 
—. tổ Wyec bøi 11 
S2 niE eo ¿BE XE HS, 
l+— l+— 
14 14 
G sj 
=> —; — 
3 9 


Bài 26. Cho tam giác ABC. Gọi BC = a; CA = b; AB =c và Rlà bán kính 
đường tròn ngoại tiếp tam giác. Chứng minh các hệ thức : 


a) c= acosB + bcosA. 
b) 2p = (a + b)cosC + (c + a)cosB + (b + c)cosA. 


e) a? + b?+cŸ = 2R(asinA +bsinB + csinC). 
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đ) 


e) 


a) 


b) 


C) 


e) 


' apŠ_: : : 
ĐaAnc = 2R“sinA.sinB.sinC. 


asinB 
tanA = —— —, 
c-acosB 
Hướng dẫn 
Ke đường cao CH, ta có : 


BH = acosB; AH =bcosA  —= AB = acosB + bcosA. 


"'Ƒa có : a = bcosC + ccosB; 
b = acos + ccosA; 


e = acosB + bcosAÄ; 


=_ 2p=a+b+c=(a+b)cosC + (b + c)cosA + (e + a)cosB. 


Áp dụng định lí sin ta có : 


VÀ 


sinA = = =) asinA = AT 
2R 2R 

b 

Tương tự, ta có :bsinB = ——; 
sh 2R 
2 

csinC = —; 
2R 


2 ` Y9 › 
aˆ+b+c 


2R 


asinA + bsinB + csinC = 


Ụ 


= a? +bf+cÏ = 2R(asinA + bsinB + csinC). ˆ 


Ta có: S= - b.asinC mà a= 2RsinA,b = 2RsinB 


= S = 2R”sinAsinBsinC. 
Ta có: cœ= acosB +bcosA = œ — acosB = bcosA 
Theo định lí sin : 


== = bo =` asinB = bsinA 
sinA  sinB 


Chia (2) cho (1), vế với vế, ta được : 


sin A asinB asinB 
——=——=  tanÀA= —————. 
cosA c-acosB c-acosB 


(2) 
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a) 


a) 


b) 


a) 
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a) 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
Cho tam giác ABC, biết Â = 120”: a = 13em và b + = 15en, 


Tính các cạnh b, c. b) Tính góc B, C ? 

Gợi ý: 

Theo định lí cosin :~... 18” = AB” + AC? - 2AB.ACcos 12)” 
= bf+c °+bez=169 (1) 

Từ giả thiết b+c=15= b?+c°+ 2bc= 225 (2) 


Từ (1) và (2) suy ra bc = 56. 

b, clà nghệm của phương trình bậc hai XỶ - 15X + 56 = 0) 
=> b=8;c=7 hoặc b=7;c=8. 

Theo định lí si : 


= “ = > _ =.o =  sinB= 0,329 
snB sinA snB V3 
2 


-  B+~32212 và C x27948' 
hoặc B ~ 27548 và Ê ~ 32012'. 
Cho tam giác ABC, biết b = 7; c = 5 và sinA = : ẻ 


Tính cạnh a và các góc A, B, C. 
Tính diện tích S ? 


Gợi ý: 


4 4Ý 
sinA = . cos”A = 1- H =_- C0S2A= 


c2 


Nếu cosA = Ở = A x~ 53952. 


œ 


3 D 


aÌ=49+ 25-275. => a =32 => a=~>i66 


Áp dụng định lí sin, ta tính được : € ~45°: B x~81228.. 


b) 


a; 


b) 


n 3 ˆ 
Nếu cosA = -< => A ~12408 
5 
. - 
a =49+ 25+ 2275. — => 
2 , 
Áp dụng định lí sin ta tính ra : Cx 


S = 14 (dvdU 

Cho tam giác ABC, biết A(-1; 7), B(1; 
Tính các cạnh của tam giác. 

Tính diện tích S và chủ vì 2p. 

Gợi ý : 

AB = 5 V5; AC = 3/5; BC = 45. 
2p = 12/5; S = 30 (đvdt). 


Chú ý : có thể tính 8 theo 2 cách : 


Chứng minh AABC vuông tại A (AB.AC =0 hoặc BC? = AB? + AC?); 


lúc đó S = gABAC. 


Tính theo công thức Hêrông. 


Cho tam giác ABC, biết BC = a, CA = b, AB = c. Chứng minh : 


b+c= 2a = sinB + sinC = 2sinA. 
b . * .-. 
bc x aŸ” => sinB + $inC = sinˆA. 


Gợi ý :- Sử dụng định lí sin. 


a=115Ð + a>10/7?. 


2148; B z 34°06. 


-3), C(-4; 1). 


Cho a, b, c là ba độ dài cho trước. Chứng minh rằng tam giác có ba 
cạnh là va? +bŸ, vVb? +c?, ve? ta? là tam giác nhọn. 


Cho tam giác ABC có các góc A, B, C thoa mãn hệ thức : 


sin?B + sin?C = ainŸA. 


Chứng minh A < 600. 


Gợi ý : Từ định lí sin ta có : 


\ 


sin?A = 


sin"B = NT 
4R 


a) 


b) 


~ 


c 


đ) 


56 


->  ainB+sinC=sinA cs bP+c°= 2a”, 
Vìb`+c?>2bce = 2a”>2bc => a”>be (1) 
Theo định lí cosin : 

a°=b?+c?-2bccosA = .a”= 2a” - 2bccosA 


2 


=., COSÁ = _ (3) 
2bc 


Từ (1) và (2) suy ra : cosA > h = A <601. 


Sử dụng các định lí cosin, công thức độ dài trung tuyến, chứng 
minh các định lí sau : 


Điều kiện cần và đủ để một tam. giác là vuông là nó có một đường 


trung tuyến bằng R cạnh đối diện. 


- Trong một tam giác, bình phương của một cạnh đối điện với một 
góc nhọn thì bằng tổng các bình phương của hai cạnh còn lại trừ đi 
2 lần tích của một trong hai cạnh ây với hình chiếu của cạnh kia 
trên nó. 

~ Trong một tam giác, bình phương một cạnh đối diện với một góc 
từ thì bằng tổng các bình phương của hai cạnh còn lại cộng với 2 
lần tích của một trong hai cạnh ấy với hình chiếu của cạnh kia 
trên nó. 

Hai tam giác có hai cạnh tương ứng bằng nhau nhưng góc xen giữa 
hai cạnh ấy không bằng nhau thì đối diện với góc lớn hơn ta có 
cạnh lứn hơn và ngược lại. 

- Tr@ag một tứ giác, tổng bình phương của bốn canh thì bằng tôrg 
bình phương của hai đường chéo cộng thêm 4 lần bình phương của 
đoạn thẳng nối các trung điểm của hai đường chéo. 


—_ Các trường hợp đặc biệt : 
+ Trong hình bình hành thì tông các bình phương của bốn cạnh 
thi bằng tổng các bình phương của hai đường chéo. 


+ Trong một hình thang thì tổng bình phương của hai đường 
chéo thì bằng tổng các bình phương của hai cạnh bên cộng với ) 
lần tích của hai cạnh ấy. 


8. 


Cho tam giác ABC cân đỉnh C, biết AB = 2cm; AC = 4em. 
a) Tính các tích vô hướng AB.AC; AB.BC và AB.(CA + CB). 
b) Tính các góc Â, B, C của tam giác ABC. 


©) Gọi G là trọng tâm của tam giác. Tính GÀ TEB, suy ra AAGB là 


tam giác đều. 
Gợi ý : a) AB.AC - AB.AH =2 (công thức chiêu) 
AB.BC = -2. 
AB.(CA + CB) = 0. : 
` 


b) cosA = eosB =^; 98958;  A = B + 75931, 


c) Gọi H là trung điểm của AB. 


GA.GB =GH'-HA? = GẢ.GB =Š. 
ch /ÁGMc cuec s;c JGH+Ä=B. 
loAlleB| 


Ơt 
~ 


Chương III 
_ PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG MẶT PHẲNG 


§I. Phương trình đường thẳng 


1. Các dạng phương trình đường thẳng 


g) 


b) 


©) 


d) 
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Phương trình tham số của đường thẳng 


Đường thẳng A có.uectơ chí phương œ = (ay; a›) uà đi qua điểm 
Meồtxo; yọ) có phương trình tham số : - 
§ = Xạ +d,É 


y= }o + q;Ê 


trong đó † là một số thực. 
Phương trình chính tắc của đường "Tiếng 


Đường thẳng A có uectơ chí phường se (ay; dạ) uùà đi qua điển 
Motxo; yọ) có phương trình tham số : 

X —*Xo _ Y~ }ọ 

VHXSAW '? 


—= 


Phương trình tổng quút của đường thẳng 

Phương trình bậc nhất hai ẩn Ax + By + C = 0 uới A, B không đồng 
thời bằng 0 (A” + B° z0) được gọi là Đhương trình tổng quớt của 
đường thẳng. 

Chú ý : _ 

1. Đường thẳng A có phương trình tống quát A# + + By+C=0 :hì có : 


- Vectơ pháp tuyến h= (A; B) 


~ Vectơ chí phương ga :~B; A) 

2. Khi giải toán ta thường dùng kết quả sau : “Đường thẳng di qua. 
điểm' Mọotxe„ vo) uò có 0uectơ pháp tuyến ñ = (A; B) có phương 
trình tống quát dạng : A(x - go) + B(y - yọ) = 0 

Ngoài ba dạng phương trình chủ yếu trên đây, trong thực hàn! giả: 

toán ta thường sứ dụng các dạng sau : 

Phương trình đường thẳng theo hệ số Cái 


Cho đường thắng A có uectơ khỉ phương ‹ œ = (0i; d›) 0à đi qua Tiến: 
Motxo; yo). 


©) 


p 


: "1... . - 
Khi úy; <0 thì lí số —— được gọi là hệ 
. dỳ 
số góc của đường thắng .1 bí hiệu là b: 
d- 


b = —_— 


q; 


Dễ thấy È = tgứ, trong đó œ là góc giữa 
.1 bớt chiều dương của trục hoành Óx. 
Phương trình đường thẳng 4 có hệ số 
góc È à đị qua điểm Motxo; yọ) là : 


a . .. 
Phương trình này có dạng rút gọn quen thuộc y = bx + Ù, 
trong đó h là hệ số góc, còn b là tung độ gốc. 
Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt 
Cho hai điểm phân biệt At(xa; yA), B(xg; yvg)ì thì phương trình đường 
thang AB là : 
x—XẠ _ J — JA 


XphT*A. ng — YA 


Ta dễ dàng chúng mình được điều này dựa 0uào cách chứng nữnh 
ba điểm thẳng hàng. 
Phương trình đường thắng theo đoạn chắn 


Đường thăng +1 đi qua điếm A(d; 0) 0à 
điểm B(O; b) có phương trình : 


Muốn uiết được phương trình của một 
đường thắng 1 ta cần biết được hai yếu 


tô h ' > 
— Một uectơ chỉ phương cáa A uà một điểm Mẹ c A hoặc 
~_ Một uectơ pháp tuyến cúa 3 uà một điểm Mẹ e A1 hoặc 
—_ Hai điểm A, B thuộc A. 


Giữa các dạng phương trình cúa đường thẳng có thế chuyến đối cho 
nhau một cách dễ dàng, nghĩa là từ một dạng này ta có thế chuyến 
sang dạng khác 0à 0iệc này được 0uận dụng một cách lính hoạt 
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trong từng bài toán cụ thế giúp cho uiệc giải toán được nhanh gọn 
bà đơn gián. Cùng cần chủ ý là tùy theo 0iệc chọn điểm Mẹ e 1 0à 
Uuiệc chọn một 0ectơ chí phương mà các dạng phương trình tham số 
hoặc phương trình chính tắc cúa 41 có thể có hình thức khác nhau. 


2. Các vị trí tương đối 


a) Vị trí tương đối của điểm đối uới đường thẳng 


- Cho điểm Mạ(xo; yọ) uà đường thẳng A4: Ax + By + C = 0. 


b) 


Nếu tọa độ của Mẹ thỏa mãn phương trình của A thì Mọ nằm trên 
đường thắng A uà ngược lại : 
Axo + Byo +C=0 c= Meatxạ; va) c4 
Cho hai điểm M(xw; yM), N(xn; yx) uà đường thẳng A : Ax + By + CC =Ú 
thì : : 
+ Nếu (Axm + By + CJ(Axw + Byy + C) > 0 thì hai điểm M, N cùng 
thuộc một nứa mặt phẳng bờ là đường thẳng A 
+ Nếu (Axw + By + CXAxn + Byn + C) < 0 thì bai điểm M, N nằm 
trong hai nứa mặt phẳng đối nhau bờ là A 
Cần chú ý là đường thắng A : Ax + By + C = 0 chia mặt phẳng 
thành hai nửa niặt phẳng mà trong mỗi nửa ấy thì biếu thúc 


_ #x, y) = Ax + By + C giữ một dấu không đối. 


Vị trí tương đối của hai đường thẳng 
Cho hai đường thẳng 4 : A¡x + B„y + C¡=0 
4a ;. Azx + Bay + C;= 0 


Nếu c b5 = 4i uà 4; cốt nhau. 
Điều hiện này cũng được cho dưới dạng : 
A B 
A;B; - A;B, z0 ha ft x0 
¡Ba 2B; y A, B, 
=_ 4¡cốt 4, 
Nếu Án TC lâu z LỘ —- 4; /J 41¿. 
„. B,  C; 
Nếu Ã, = 5ì = & =_ 4 trùng uới 4s. 
A; B,  C, 


c) Chùm dường thắng 


Túáp hợp cac đường thăng đông quy tại một điểm P được gọi la mọt 
chùm đường thẳng: điểm P dược gọt là đính của chùm. 


Một chùan được xác định bởi hai đường thống thuộc chùm. 
Hài đường thăng 1ị: Ajx + By +Cị¡=0 
4› m A.x + B.y + C› = 0 


giao nhau tại điểm P xúc định một chùm đường thống đính P uà 
hai đường thẳng cơ sở 4), 41›. 


Khi đó, mọi đường thẳng thuộc chùm có phương trình dạng : 

ĐỊA¿x + Buy + C¡) + g(A¿x + Bay + C2) =0 dớip + g z0. ˆ 
Phương trình này còn được uiết dưới dạng : 

(DAI + qAs)x + (pBị + qB›)y + pỂ; + qgC› = Ô0. 


Các kiến thức uê chùnt đường thắng được sử dụng ào các bài tập 
có yêu cầu 0iết phương trình đường thẳng đi qua giao điểm cúa hai 
đường thẳng cho trước uà giúp ta giải bài tập mà bhông cần tìm 
giao điểm của hai dường thắng ấy. 


BÀI TẬP MINH HỌA 


Bài 27. Cho đường thắng A¡ đi qua điển? B[ 0; ¬ và có hệ số góc k = - : . 
) 


a) Viết phương trình A¡ dưới dạng tổng quát và chỉ rõ một vectơ pháp 
tuyến của nó. 

b) Viết phương trình tham số và phương trình chính tác của A. 

e) Xác định vị trí tương đối của A¡ với các đường thẳng có phương 


trình : 
Ix=-=3+ 2t 
À2? J 
ˆ'ly=1-5t 
: N 
Ay Gửi qua hai điểm MỊ-9, cá NỈ: 1Ì. 
cô), AS 
Giải 
: $  .. 3 1 
a) Ta có phương trình A¡ theo hệ sô góc là. v= - 5 X+ s. 
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b) 


c) 
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Từ phương trình này, ta suy ra phượng trình tổng quát của +ø\ : 


¬. ©Š  2y=-3x+ ] ©Ÿ©  3x+2y-l=0O 


Một vectơ pháp tuyến của A¡ là n = (3; 2). 


Từ vectơ pháp tuyến của A¡ : n= (3; 2), ta suy ra một vectơ chị 
phương của A¡ là a = (-2; 3). 

Để viết được phương trình tham số, ta cần tìm thêm một điểm 
Mẹ e A¡. Muốn vậy, trong phương trình của A¡ : 3x + 2y - 1 =0,ta 
cho xạ = 1 chẳng hạn, ta tính được : 3.1 + 2y, - 1= = yụ= -1,ta 
có M,(1 ~1) e An 

1- 2t 


và được phương trình tham số của A; là mm 
y=-l+ởỏt 
y+ 


và được phương trình chính tắc là s= =” Sa 


+ 


Để xác định vị trí tương đối giữa A¡, A; ta nhận thấy phươn;g trình 
As được cho dưới dạng tham số. Trong trường hợp này, ta có hai 
cách giải quyết : 

Cách 1 - 

Đưa phương trình A; về dạng tông quát bằng cách khử t giữa x, y 
bằng phép cộng đại số hoặc phép thế để có một liên hệ kiaR X,Y 
độc lập đối với t : 

x=-3+2t (2E (1) 


Aa: R 
2y=2-10t (2) 


Ily=l-õt 
Cộng (1) và (2) vế với vế: 5x+2y=-l3 = 5x+2y+ 13<0. 
Đây chính là phương trình tổng quát của 4s. 


J.x+2y-1=0 


Bây giờ ta xét sự có nghiệm của hệ : 
5x+ 2y +13=0 


Định thức + ` R 


| =6- 10=-4z0. 
2 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất: x= -7; y= 11. 


Từ đó suy ra A¡, A; cắt nhau tại điểm D(-7; 11). 


Cách 32: 


Đem thế x, y từ phương trình tham số của \¿ vào phương trình của 
\¡. tạ được một phương trình bậc nhất đổi với tham số C: 


3C 3 + 2) + 2(1-— 5U) 1 =0 ‹-: 4t- 8=0. 
` Này, ị 
Phương trình này cho ta một nghiệm t = 2. Vậy \¿j, A4; là hai 
đường thăng cắt nhau và giá trị t = -2 là giá trị tham sóỏ ứng với 


giao điểm của hai đường thăng. 
Íx ==<8+ ð(-3)= =7 


Vớit-= 2 ' W 
(ty =l-ð(-2)= l1 


ta tìm được tọa độ giao điểm PL-7; 11). 


Cần chú ý là nếu phương trình bậc nhất theo t này vô nghiệm thì 
hai đường thăng song song với nhau, còn trong trường hợp phương 
trình này vô số nghiệm thì ta được hai đường thăng trùng nhau. 


Đối với đường thắng %¿, ta viết được phương trình tống quát của 

Ai :Ôx+4y-7=0 

„6 

VÌ — - 
Bì 


-Ÿ 
z _ nên Âi ⁄ Áa. 


= 


Bài ?8. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho ba điêm A(-6; -3); B(-4; 3); 
C9: 2). 


a) Viết phương trình các đường thăng AB, BC, CA. 


b) Viết phương trình đường thắng chứa trung tuyến AM của tam giác 
ABC và tính tọa độ trọng tâm Õ của tam giác. 


©) Viết phương trình đường thắng chứa phân giác AD của góc A và 
tỉnh tọa độ tâm I của đường tròn nội tiếp trong tam giác. 


Giải 


øœ) Ta có : A(-6; -3), B(-4; 3) 


. JSC cá AB:3x- y + lỗ =0 
-34+6 3+3 
Tương tự, ta có: BC:x+ l8y- 35=0 
CA:x-3y-3=0 
b) Trung điểm M của BC có tọa độ :x = 2. sa 
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Đường thắng AM có phương trình : 


A1159. j1” AM: 11x ~ 17y + 15 =0 
5 5 
—+6 -_=+3 
2 2 


Để tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác, ta có ba cách : 
Cách 1 : 
Sử dụng công thức trọng tâm để có : 


7 s2 

"rổ 3 3” 3 3 
=> G[-ä: 3] 

(85 


Cách 2 : 
Viết phương trình trung tuyến CP : x— 7y + 5 =0 


[11x - 17 =0 
ffQd- đố si£Ì1fa gNfn Đa Bếc 
x-7y+5=QO0 


Cách 9 : 


G là điểm chia trong đoạn thẳng AM theo tỉ số mm =Ø nêm 


-8i35 
2 


ÿo= ——^= 


“.¬.=.. 2 
` 1+9 g' 1+2 3 


C) 


a) 


b) 


Rö ràng cách vận dụng công thức tính trọng tâm là đơn giản hơn 


ca ! 


Trước hết ta tìm điểm D, giao điệm của phân giác trong của góc A 
với cạnh BC. 
AB 2 


Ta tính được : AB = 20; AC=5V10 = ¬ : .: l 


D là điểm chia đoạn thắng BC theo tỉ số z Do đó : 


đa 8 2 3đ+_—.2 19 

XD = ——=~7¡i Yp= 5 sếp 
l+— ñ 1+~ 
5 5 


Đường thăng AD có phương trình : 


tc+6 + 
Sa Ti HH x—y+3=Ô. 


Để tìm tọa độ điểm I, tâm đường tròn nội tiếp trong tam giác, ta có 
thể làm theo hai cách : 
Cúch 1: 
Viết phân giác BE của góc B và tìm tọa độ giao điểm của BE với 
AD. 
Cách 2 : 
Ta nhận xét rằng trong tam giác ABD thì BI là phân giác của góc 
ABD, nên I là điểm chia đoạn thắng AD theo tỉ số ¬ 
: _ 5/17 
Kết quả, ta được : l . SM1T, EM 2A -VV 51T : 
4 4 
BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Cho đường thắng A : 2x + 3y - 6 = 0 và bốn điểm A(0; 2); B(1; 1); 
C(-2; 4), D(5; -1). 

Xác định vị trí tương đối của các điểm A, B, C, D đối với A. 

A cắt những đoạn thắng nào trong các đoạn thắng AB, AC, AD, BC, 
BD, CD? 
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ec) 


a) 


b) 


a) 
b) 


A cắt những đường thẳng nào trong các đường thẳng AB, AC, AD, 
BC, BD, CD ? Trong trường hợp A cắt các đường thắng ấy, hãy tìm 
tọa độ giao điểm ? 
Gợi ý : a) A c A;B,C, D không thuộc A; 
B khác phía với C, D đối với A. 

b) A cắt AC, AB, AD, BC, BD, không cắt CD. 

e) A cắt tất cả 6 đường thẳng. 
Cho 3 đường thẳng A; : 2x + 3y + 4= 0 

A; : 3x — By — 13 = 0 
A3: -x+y+7=0 

Chứng minh rằng ba đường thẳng này đồng quy. 
Viết phương trình đường thẳng A¿ đi qua giao điểm của các đườag 
thẳng A¡, A; và đi qua điểm M@; -ð). 
Gợi ÿ : 
Chứng tỏ tọa độ giao điểm của A¡, A; thỏa mãn phương trình A¿. 
Sử dụng kiến thức chùm. 
A¿ thuộc chùm xác định bởi A¡, A; nên phương trình có dạng : 

p(3x + 3y + 4) + q(3# - ãy — 13)=0 

©_ (2p+3q)x + (3p - 5q)y + 4p - 13q = 0 (*) 

A¿ đi qua M(3; -ð) cho ta : 

(2p + 3q).3 + (3p - 5qX-5) + 4p - 13q = 0 

©  -5p+2lq=0 


Chọn q = 5ð = p = 21. Đem thế vào phương trình (*) ta được phương 
trình A¿ : 57x + 38y + 19 = 0. 


Cho ba đường thẳng : A; : 4x + y + 7= 0 

As:2x- By+9=0 

Aa : mˆx + 2(m — l)y+3=0 
trong đó m là một tham số, m z 0. 
Xác định giá trị m để ba đường thắng này đồng quy. 


Đáp số : m = ~1; m = 2. 


4. 


ỗ. 


Cho tam giác ABC có ba cạnh nằm trên ba đường thẳng : 
AB:x-4=0, 
BC :3x - 4y + 36 = 0; 
CA: 4x + 3y + 23 =0. 


a) Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác; chứng minh AABC là tam giác 
vuông. 


b) Viết phương trình các đường trung tuyến. 


e©) Viết phương trình các đường phân giác trong suy ra tọa độ tâm I 
của đường tròn nội tiếp. 


Đáp số: a) A(4; -13), B(4; 12), C(-8; 3) 
b) Độc giả tự giải. 
©)Ọ AD:3x+y+l1=0; 
BE:2x—-y+4=0; 
CF:x+ 7y- 18=0; 
KỈ} 25), 
Cho tam giác ABC có ba đỉnh A(-8; 0); B(5; 0), C(6; -6). 


a) Tính tọa độ các trung điểm A,, B), C' theo thứ tự của các cạnh BC, 
CA, AB và viết phương trình các đường thẳng AA', BB', CC. 


b) Tìm tọa độ giao điểm G của AA', BB. 
Chứng minh rằng đường thẳng CC' cùng đi qua điểm G. 


©) Xét xem liệu phương trình x - y + 4 = Q có phải là phương trình 
của đường thẳng AC' ? 


§2. Quan hệ song song †rong mặt phẳng 
Trong mặt phẳng cho hai đường thẳng 4á; : Aix + By +C¡=0; 


4s : Azx + Bay + C; = 0. 
Nếu A›, B›, C¿ z0 thì điều biện để Aạ 1! 4; là : 
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túc là các hệ số của các biến tỉ lệ uới nhau uà không tỉ lệ uới cúc số 
hạng độc lập. 


Từ đây, nếu ta chọn hệ số tỉ lệ là 1, ta có : 

A›ạ = Aa; B.,=B: Uà C¡ z €:. 
Như uậy, đối uới hai đường thẳng song song thì trong phương trình 
của chúng ta có thể chọn để cho phần chứa biến hoàn toàn giống 
nhau uà chỉ khác nhau ở số hạng độc lập. 
Nếu phương trình của đường thẳng A là Ax + By + C = O0 thì ta có 
thể uiết phương trình đường thẳng A'! Alà Ax + By + CC =0. 
Và trong các bài toán cụ thể, C' được xác định nhờ 0uào các điều 
hiện của giả thiết. 
Cũng cần biết rằng hai đường thẳng song song uới nhau thì só 
chung một uectơ chỉ phương. 


BÀI TẬP MINH HỌA 


Bài 29. Viết phương trình đường thẳng A' trong các trường hợp sau : 


a) 


b) 


a) 


b) 
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x=3-t 


Bong song với đường thẳng A : 
: d s y=ll+ðt 


và đi qua điểm A(-3; +). 


Song song với đường thẳng A : 7x - 2y + 13 = 0 và đi qua điếm 
B(11; -3). 


Hướng dẫn 
A có vectơ chỉ phương a = (-1; ð). 
+ 
A'//A nên A' nhận a làm một vectơ chỉ phương. 


A' có vectơ chỉ phương R = (-1; õ) và đi qua A(-3; 4) nên có phươig 
x=-8-t 


trình tham số: A' : 
y=4+ðt 


và có phương trình tổng quát A': 5x + y + l11=0. 


Đường thẳng A song song với đường thẳng A : 7x - 2y + 13 =0 nan 
có phương trình dạng : A' : 7x —- 2y +€'=0. 


Vì A đi qua B(11; -3) nên : 7.11- 2(-3)+C z0 =>  C= -83. 
Vậy phương trình A' là : 7x - 2y - 83 = 0. 


a) 


b) 


a 


b ì 


a) 


b) 


e€) 


a 


~ 


b 


~ 


C) 


a) 


b) 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


R 
Cho ba điểm A(-2; 3); B, ết 1|;C(4; -Ú, 


Chứng minh ba điểm A, B, C không thăng hàng. 
Viết phương trình đường thăng qua C và song song với AB. 


Gợi ý : 
So sánh hai vectơ AB, AC. 


Đường thăng cần tìm đi qua C(4; -1) và nhận vectơ AB = vi =3‡ 


\ 


làm một vectơ chỉ phương. 


Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho bốn điểm : A| —; - 2: B(1; -1); 


G2|¬ 


ị 


` 
C(-1; -4); D(2; 2). 


Chứng minh điểm C nằm trên đường thăng AB còn điểm D không 
nằm trên đường thắng AB. 


Gọi A, B, C' theo thứ tự là các điểm đối xứng qua tâm D của các 
điểm A, B, C. Chứng minh ba điểm A', B, C' thẳng hàng. 

Xác định vị trí tương đối giữa hai đường tbẳng AB và AB. 

Gợi ý : 

Chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng và ba điểm A, B, D không 
thẳng hàng. - 
Sử dụng công thức tọa độ trung điểm tính tọa độ của A', B', C' và so 
sánh các vectơ A®, AC. 

AB/AB. 


: =3+ 2t ha 
Cho đường thắng A : Ề k và điểm A(1; 3). 
y=-l+ft 


Chứng minh điểm A không thuộc A. 
Viết phương trình đường thẳng A' đối xứng với với A qua điểm A. 


Cho hình bình hành ABCD có hai đỉnh liên tiếp A(-1; 2); B3; 1) và 
tâm đối xứng I(2; 2). 


Viết phương trình các cạnh và các đường chéo của hình bình hành. 
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Viết phương trình đường thắng A đi:qua giao điểm của hau lường 
thẳng : 

Ar:x+3y+3=0,; Az:5x— 2y—- 19=0 
và song song với đường thẳng A; : -2x + 3y + 11 = O0. 


: Gợi ý : Sử dụng kiến thức về chùm đường thắng. 


Cho tam giác ABC có đỉnh A(1; 3) và hai đường trung tuyến có 
phương trình : 


" 


x-2y+l=0 và y-1=0. 


a) Tìm tọa độ các đỉnh B, C. 


b) Viết phương trình các cạnh của tam giác và trung tuyến còm jại. 


§3. Quan hệ vuông góc †rong mặt phẳng 


1. Điều kiện vuông góc của hai đường thẳng 
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Ta đã biết điều kiện cần uàò đủ để hai 0uect0 uuông góc Uuới nìaA là 
tích uô hướng của chúng bằng 0. 
ulU cœ©œ©  u.U=Ũ UỚI LU = (x; y); U =(% 


. - 


uÌU c€@©  xx +yy =0. 
Với hai đường thẳng 4i: A¿x + Bựy + C¡= 0 
4; : Aax + Bay + C¿ =0 


thì các uectơ chỉ phương đ, = (~-B); AU); d; = (-B;; A¿). 


Rõ ràng đ; Ẳ, d 4i L 4; nên điều kiện cẩn uà đủ đế hưu đường 
thẳng uuông góc là : 

A¿.A; + Bị.B; = 0. 
Đặc biệt nếu 4ạ, 4¿ được cho trước dưới dạng phương trình: treo :ệ 
SỐ góc : 

4¡: y = hkx + m 

4:yr£kx+n 


theo điêu kiện uuông góc là A¡ L4; © k.k' = -1. 


2. Viết phương trình đường thắng vuông góc với đường thẳng 
cho trước 
Từ điều hiện tuông góc cúa hai đường thống : 
A/;A.+ B,B.=0O ta suy ra A,A› = -B,B.. 
Nếu A› =0, B¡ z0, ta có : n = = 


Điều này gợi ý cho ta nếu chọn A›¿ = Bị 0à B› = -A; thì ta sẽ được 
hai đường thắng 0uuông góc uới nhau. 


Như oậy, uới đường thẳng 1: Ax + By + C = 0 thì phương trình 
đường thống 1 L .4có dạng là : 


4 :Bx- Ay+Cˆ=0. 
Việc xác định C” sẽ do điều hiện cụ thể trong giả thiết của bài toán 
quy định. 
Cũng tương tự, ta nên nhớ uectơd a = (di; d›) thì 0ectd a Lo là 


a' = (dạ; -ađ¡) hoặc (-q›; q¡). 


BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 30. Viết phương trình đường thẳng A' trong các trường hợp sau : 
a) Đi qua điểm A(-1; 5) và vuông góc với đường thẳng : 
A»a l =3-2t 
y=-l+8ät 
b) Đi qua điểm B(3; 7) và vuông góc với đường thẳng A : 4x - 5y - 11=0. 
c) Đi qua giao điểm của hai đường thẳng : 
Ai:x—3y—- 10=0; Az: 2x + ðy + 13= 0 
và vuông góc với đường thẳng Aa : 3x — 2y — 17 = 0. 
Hướng dẫn 


a) Đường thẳng A có vectơ chỉ phương a = (-2; 3). 


Gọi (x; y) là tọa độ của điểm M e A, thế thì vectơ AM là một vectơ 
chỉ phương của A' : 


h2 ÔN sẻ +19 5y, 
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b) 


c) 
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+. —>* 


ALA œ a.a=0 «œ6 AM.a=0 
= -2(x + 1) + 3(y- 5)=0 
«©ÄŠ -2x+dy—- l7=0 

Phương trình của A' là : -2x + 3y - 17 =0. 


Phương trình của A là 4x - 5y — 11 = 0, do vậy phương trình ccủia 
A 1A có dạng 


A':-Bx - 4y + =0. 
A' đi qua B3; 7) cho ta: -5.3-— 47+C=0 C=43 
Vậy phương trình của A' là : 
-ðx- 4y+43=0 hay 5x + 4y - 43 =0. 
Chu ý : Ta có thể giải như câu a) : 


Gọi M(x; y) c A' thế thì BM = (x—3;y — 7). 


A có vectơ chỉ phương 8= (-5; -4). 
ALA œ  -ñx-3)+(4(y-7)=0 c@e© -ðx- 4y - 43= 
Giả NV TT ti 
Øx+ðy +l3=0 
ta tìm được giao điểm A của Ai, Az là : A(1; -3). 


Bài toán đưa về viết phương trình đường thẳng A' đi qua A(; -3) 
và vuông góc với Aa : 3x - 2y — 17 = 0 và ta có kết quả : 


A:2x+3y+7=0. 


Ta có thể giải bài này nhờ vào các kiến thức về chùm đường thẳng 
mà không cần giải hệ phương trình để tìm giao điểm A của \; và 
A¿. 


Dễ thấy A' thuộc chùm đường KH Ng xác định bởi A, A; nên plương 
trình của A' có dạng : 


p(x — 3y — 10) + q(2x + 5y + 13)=0 
«© (p+ 2q)x- (3p - ðq)y - lŨp + 18q =0 (*) 
Điều kiện để A' vuông góc với A¿ là : 
3(p + 2q) -(-2X3p-5q)=0  = 9p-4q=0 
Chọn p=4>q=9. 


Đem các giá trị này thê vào phương trình (°), ta được : 
(4 + 2.9)x — (3.4 — 5.9)y - 10.4 + 139=0 
22x + 3äÄy + 77= 0 «€> — 2X+dy+=0. 
Bài 31. Cho tam giác ABC có ba cạnh thuộc ba đường thăng : 
AB:2x+3y-7=0 
BC:2x+y-5=0 
CA:6x+5y-9=0 
a) _ Việt phương trình đường cao AD và tìm tọa độ điểm D. 
b) Tìm tọa độ trực tâm H của tam giác. 
Hướng dân 
Am. ca ¿Nên Ạ 
|6x+5y-9=0 
ta tìm được tọa độ đỉnh A(-1; 3). 


Bài toán tìm phương trình đường cao 
AD được đưa về việc viết phương trình 
đường thăng đi qua điểm A(-1; 3) và 
vuông góc với đường thắng 

BC :2x+y-5=0. 
Ta có kết quả AD :x- 2y + 7= 0. 


Điểm D là giao điểm của đường thắng BC và đường thắng AD nên 


tọa độ của D là nghiệm của hệ : 
(2x+y-5=0 2 n(§, 
Ìx-2y+7=0 5 ð/ 
b) Ta viết được phương trình đường cao BE là : 5x - 6y - 4= 0. 
Tọa độ H là nghiệm của hệ : 


| - _ /€ “ 

x-2y+7=0 = HỆ: 
5x-6y-4=0 2 4 

Bàn 32. Cho tam giác ABC với A3; 1); B(-2; 5); C(-4; -7). 

a) Viết phương trình đường trung trực của đoạn thẳng AB. 


b) Tìm tọa độ tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
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a) 


b) 
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Hướng dẫn 
Gọi A là đường trung trực của đoạn thẳng AB thì A là đường thẳng 
vuông góc với AB tại trung điểm I của AB. 


Tọa độ trung điểm Ï : xị = zi Vị = 3. 


Gọi M(x;y)e<A = IM =[x- 2¡ v =3), 


7 
Đường thẳng AB có 1 vectơ chỉ phương AB = (-ð; 4). 
ALAB =5 -ð[x =2] + 4 ~ 8) =0 


c© -Bx + 4y — =0 «© 10x-8x+ 19=0. 


Chú ý : Để viết phương trình đường trung trực của một đoạn thẳng, 
ta có thể vận dụng quỹ tích cơ bản : "Đường trung trực của một 
đoạn thẳng là quỹ tích những điểm cách đều hai đầu mút của đoạn 
thắng ấy". 


Gọi M(x; y) là điểm thuộc trung trực của đoạn thẳng AB ta có : 
MA = MB 
MA? = MB 
(x - 8)? + (y — LẺ = œ + 2)? + (y — B)Ề 

x?— 6x + 9+y?— 2y+1=x2+4x+4+y?— l0y + 25 
-10x + 8y - 19 = 0. 


0 U U U 


Đó chính là phương trình đường trung trực của đoạn thẳng AB. 


Vì tâm I của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là giao điểm của 
các đường trung trực của AB, BC, CA nên ta cần viết thêm phương 
trình của đường trung trực của cạnh BC (hoặc AC). 


Ta viết được phương trình đường trung trực của cạnh BC là : 
: x-6y-9=0, 
Tọa độ tâm I là nghiệm của hệ : 


x-6y-9=0 = l(D:- S 
10x - 8y +19 =0 26` 52) 


Bài 33. Trong mặt phăng tọa độ Oxy cho điểm A(1; 4) và hai đường 
thăng 


Ai:3x+y-7=0 và - A;:5x-y- l7=0. 
a) Xác định vị trí tương đối của điểm A đối với A¡ và A¿. 


b) Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu của điểm A trên đường thẳng ^›. 


`“ 


e) Tìm tọa độ điem A' đối xứng với A qua H. 


đ) Viết phương trình đường tăng A, đi qua giao điểm của hai đường 
thăng Ay, A› và đi qua A.. 
Hướng dẫn 
a) Thế tọa độ của A vào phương 
trình của A^¡ và As ta có AÁ e AI; 
Ae 4a, 
b) A' là đường thắng đi qua A và 
vuông góc với A; có phương 
trình : 


x+öy_- 2l1=0. 
H là giao điểm của ^A' và A; nên tọa độ của H là nghiệm của hệ : 
x+By-21=0 E ng; 
= HỊ —: —.. 
5x—y -17 =0 43) 13 


——> 


©) Gọi tọa độ của A' là (x; y) thì: AAˆ =(x_— 1;y - 4). 


A và A' đối xứng với nhau qua H nên ta có : 


=-.—- =_ KSC 
18 18 
8 36 
—4=2.|-— = hà 
r 1) ; 8 
Ai]: 
13 13 


đd) Hai đường thẳng A¡, A; có định thức D = -8 z 0 nên chúng cắt nhau 
và xác định một chùm đường thẳng. A; thuộc chùm xác định bởi A¡, 
A¿ và đi qua A'. Ta viết được phương trình : 


Aa: 31x - 27y - 147 =0. 


15 


a) 


c) 


b) 
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BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Cho tam giác ABC với A(4; -2); B(-4; -1); C(2; 8). 

Chứng minh rằng điểm H(-2; 2) là trực tâm của tam giác. 

Viết phương trình đường cao AD và tìm tọa độ điểm D. 

Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác, nghiệm lại hệ thức Ezuler : 
IH 2IA +IB :]Œ. 

Gọi G là trọng tâm của tam giác. Chứng tỏ ba điểm H, I, G thẳng hàng. 


Gợi ý : a) Tính AH.BC và BH.AC; AD : 2x— 3y — 2 = 0. 


c) Tính TH và IGŒ. Chứng minh hai vectơ này cùng phương. 
Cho đường thẳng A : 2x - y + 1= 0 và điểm A(3; 5). 
Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu của A trên A. 
Tìm tọa độ điểm A' đối xứng với A qua A. 
Tính khoảng cách AA.. 
Cho đường thẳng A có phương trình A : 4x - 3y + 12 = 0 và ba điểm : 
A(2; 2); B(5; 3); C(-2; 7). 
Xác định vị trí tương đối của các điểm A, B, C đối với A. 
Tìm trên A một điểm P để tổng PB + PC có giá trị nhỏ nhất. 
Tìm trên A một điểm Q để hiệu |QA - QB| đạt giá trị lớn nhất. 
Tìm trên A một điểm R để tổng RA + RE đạt giá trị nhỏ nhất. 
Gợi ý : 
A và B cùng thuộc một nửa 


mặt phẳng bờ là A. C thuộc 
nửa mặt phẳng đối. 


(Thế các tọa độ của A, B, C 
vào phương trình A). 


Áp dụng bất đẳng thức tam 
giác PB + PC > BC 


= P là giao điểm của BC với A. 


©) 'Ta cũng có |QA - QBỊ > AB >Q là giao điểm của A với AB. 


d) 


a) 


b) 


b) 


b) 


ŒGọi A' là điểm đổi xứng của À qua 9. 

HA z RA” > RA+RB=RA+RB>AB 
=> RA + RB = AB khi A,R, B thắng hàng 
=> R là giao điểm của ^ với A'B. 


Cho AABC, biết cạnh AB nằm trên đường thắng 5x - 3y + 2 = 0 và 
các đường cao AA', BB' theo thứ tự nằm trên các đường thăng : 


Ai:4x-dy+l=0 và  A;:7x+ 2y- 22=0. 
Viết phương trình đường cao thứ ba CC”. 
Tìm tọa độ các đỉnh A, B, C. 
(rợi ý : 
ŒỚC' là đường thăng thuộc chùm xác định bởi A¡, A¿ và vuông góc 
với AB. 
Cạnh BC thuộc chùm (BA, BB)) và vuông góc với BC. 
Cạnh AC thuộc chùm (AC, AA') và vuông góc với BB.. 
Đỉnh B là giao điểm của AB, BC; 
Đỉnh € là giao điểm của AC, BC; 
Đỉnh A là giao điểm của AB, AC. 


Cho tam giác ABC biết A(3; -4) và hai đường cao nằm trên hai 
đường thẳng Ai¡:9x-3y-4=0 và A;:x+y-2=0. 


Viết phương trình các cạnh và đường cao AD. 
Tìm tọa độ các định. 
Gợi ý : 


Hai đường cao đã cho không xuất phát từ đỉnh A. Đường cao AD 
thuộc chùm xác định bởi A¡, A¿ và đi qua A. 


Hãy viết phương trình các cạnh. 


Cho hình vuông có một cạnh nằm trên đường thắng x + y+ 3= 0 
và tâm đối xứng lI(-2; 0). 


Lập phương trình các cạnh và các đường chéo. 


Tìm tọa độ các đỉnh. 


T1 


§4. Góc giữa hai đường thẳng và khoảng cách từ một điểm 
đến một đường thắng 


1. Góc giữa hai đường thẳng 
Cho hai đường thắng 4; : A¡x + By + C¡=0 
4a ? Azx + Bạy + C; = 0. 
Góc ọ giữa hai đường thẳng được tính theo công thúc : 
|A;.A; + B,B;| 


V4? + B}-|A? + B_ 


Góc giữa hai đường thẳng luôn nhỏ hơn hoặc bằng 90”. 


COS0 = 


2. Khoảng cách 
a) Khoảng cách từ một diểm đến một đường thẳng 


Khoảng cách từ điểm Mạ(xo; yạ) đến đường thẳng A : Ax + By + C =0 
được tính theo công thúc : 


|Axe + Byạ + d 


d(Mẹạ; A) = 


b) Phân giác của một góc 
Tu đã biết, đường phân giác của một góc là quỹ tích của những 
điểm cách đều hai cạnh của một góc. Do uậy, uới hai đường thẳng 


A¡ :Ajx~x+By+C,=0 
4a: Azx + Bzy + C› =0 


thì phương trình hai đường phân giác của các góc do 4ì, 4; tạo 


thành là : 
Ajz + B,y + C, _„ 4;x + B;y + C› 
J4? + B? j4? + B 
BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 34. 


a) Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm P(1; 2) và tạo với 
đường thẳng d : 3x - 2y + 1 = 0 một góc 48”. 
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b) 


a) 


b) 


Cho tam giác ABC có ba cạnh nằm trẻn ba đường thắng : 
Ai:4x-y-—- 19=0 
^2:x— 4y + l14=0 
Aa:x+y—6=0. 
Chứng minh tam giác ABC là tam giác cân. 
Hướng dẫn 
Đường thẳng A đi qua điểm P(1; 2) có phương trình 
A:A(x-—-1)+B(y-2)=0 @© Ax+By-A-2B=0 (*) 


Góc giữa A và d được cho bởi : 


|A.3 + B.(-2)| 
COSỌ = -=—=————————————. 
VA? + B243? + (-2) 
Theo giả thiết @ = 45” — cosọ = s . — Ta được : 
|jBA-2B| _ v2 


v13vA? +. 2- 
Cả hai vế đều không âm, ta bình phương cả hai vế và rút gọn, ta 
được một phương trình bậc hai mà ta coi A là ẩn, B là số đã biết và 
tính A theo B : 5A” - 24B.A - 5BỶ = 0. 
Biệt thức A' = 169B“ 


cho ta A- Hs =` Ai= 5B; ¬.- 


Chọn B = 5 thì A¡ = 25 và A¿ = -1. 


Đem thế các giá trị này vào phương trình (*) ta được hai đường 
thẳng A thỏa mãn yêu cầu : 


Ai:5x+y-7=\0,; Az:Xx—öy+9=0. 


Ta có góc giữa Aa, Ai là: — coso |4.1+(-0.1| s 
co c A8; H] Ỹ ¡= ——————— - 
V4? +1?J1?+1? v34 


Cío cini/42 lt¿Ề viẾc [L.1 + 1.(-4)| 3 
TÓC g1ưa A¿, A¿ là : 3“ —=——————- - ———. 
V1? +12j1? +(42 v34 


Do đó coso¡ = cos0a. 
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Vì @y, @¿ đều là góc nhọn nên cosọ; =c0S0; => 0¡ =0. 


Tam giác ABC có hai góc bằng nhau. Vậy nó là tam giác cân. 


Chú ý : Ta có thể giải bài này dựa vào các kiến thức khoảng cách. 
Gọi A là giao điểm cúa Ay, A; thì tọa độ của A là nghiệm của hệ : 
IEP Ú D ` MU = _ A(2;4). 
Tương tự ta có : B6, 1), C(6; ð). 
AC” = (6 - 2)” + (5 - 4)” = 11. 
BC” = (6 - 5)” + (5 - 1 = 17. 
AC=BCỀỔ” =  CA=CB. 
Tam giác ABC cân, đỉnh C. 


Bài 3ð. Cho tam giác ABC có ba cạnh nằm trên ba đường thẳng : 


a) 
b) 


'a) 


b) 


§0 


AB:2x-y+2=0 

BC :x-2y-ð=0 

CA:2x+y—- 10=0. 
Tính chiều cao AH của tam giác. 


Viết phương trình đường phân giác trong của góc B và tìm tọa độ 
tâm I của đường tròn nội tiếp trong tam giác. 


Hướng dẫn 
2x- = 
Nos đồ 2Hnh À lu nghiêp du h@c4 7" 7 2U ý. auÖxÐj 
2x+y-10=0 


2-2.6—5 
ÁH + day BGIk CS Lá” ai, 
-j?2+(22 v5 

Ta tính được tọa độ đỉnh C5; 0). 
Hai đường phân giác của các góc tạo bởi hai đường thẳng AB, 3C 
là : 

2x-y+2 x-2y-5 

J2?+CUP?  jJ?ccð? 
Sau khi rút gọn, ta được phương trình hai phân giác trong và ngài 
góc B là : PI:X+y+7=Q0; 


=8 


Pz:X-y-l=0. 


Lân lượt thể tọa độ của A và € vào phương trình của Ð; : 
À2; 6) ? 2-5— lx 2-6-]Ì=  5<0. 
C5; 0) 2? 5— 0- lÌ=4>»0. 


Vậy hai điểm A, € nàm về hai phía đôi với p„ hay p›„ là phản giác 
trong của góc B. 
Tươrg tự, ta viết được phân giác trong của góc Clà:x+3v-5=<0. 
Toa To tâm T của đường tròn nội tiếp trong tam giác là nghiệm của 
hệ : 
x+d3v-5=0 
x-.vy-l1=0 


=> (2:11 


Chú Ý : So sánh cách viết phân giác trong của góc B trên đây với 
+ch viết phân giác trong ở bài 28. 


Bài 36. Vết phương trình đường thăng V đối xứng của đường thăng 4 
qua đường thăng 4; với : 
\:x*+v~-3=0, \?:4x+2v- lã=0. 
Hướng dẫn 


Ta biết, hai cạnh của một góc thì đối xứng với nhau qua phân giác 
cua góc, do vậy nếu V đôi xứng với \ qua \¡ thì V tạo với À¡ một 
góc: bằng với góc tạo bơi A và ¿_, - 


Gọi ð là góc giữa Á và Á¿, ta có : 
_— 2.1| - 
# ¡ 1241 „g2 ho. 


Giao điểm P của h và ị cé tọa độ là nghiệm của hệ : 


COSO = 


'*`+y-3=0 
ị _ rí: 
l4x+2y-13= 0 \ 


mm 
giờ 


Đường thăng V đối xứng với \ qua \¡ chính là đường thăng đi qua 


PÏ DI | và tạo với \¡ một góc mà có cosin của no là bang vc. 
V5 2) Ị 


Gọi k là hệ số góc của .V thì phương trình của V có đạng : 


\ 


%klk => kx=y 


t| — 
tở| 
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Góc @` giữa ..V và A¡ là ; 
|j@k+2(-U| — '2|2k-1| 
2|2k - 1| 3 
Bình phương hai về và rút gọn, ta được phương trình bậc hai : 
kh¿Bk+f<0 s Ki =-l, kạ=~7 


COS@ = 


Vì @ = @ nên ta có : 


Thế các giá trị này vào phương trình (*) ta được : 

- Với k=-] => Ai;:Xx+y-3=Q. ` 
- MốLkx-” ss '“Ay:fvy-ĐM +0, | 

Dà thấy Ai:xx+y - 3=0 chính là đường thẳng ^.- 

Vậy đường thẳng 4' đối xứng với A qua A¡ là A':7x + y—- 24=0. 
Chủ ý : Ta có thể giải bài này mọt cách khác. 

Lấy một điểm M1 thuôc %, chẳng hạn M(I: 2). 


Ta tìm được tọa độ điểm M' đối xứng với điểm M qua A^ (xem bài 
33) là M' (3; 3). A' chính là đường thăng thuộc chùm xác định bởi \ 
và A¡ và đi qua M' nêr: phương trình A' có dạng : 

p(X # ÿy — 3) + Q(4x + 2y — 13) =0 


c>  (p+4q)x+(p+ 2q)y - 3p- 13q=0 '(*) 

A đi quaM(3,3) <> 3p+5q=0. 

Chọn p z 5 ->+q= -3. 

Đem thế vào phương trình (*) ta được phương trình A' : 
Ý#:7x+y-24 =0. 


- Nếu không muốn sử dụng chùm đường thăng thì sau khi tính được 
tọa độ giao điểm P của A, A¡ và tọa độ điêm M, ta viết phương 
trình đường thẳng đi qua hai điểm P,M'. Đó chính là đường thắng 


Bài 37. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng A : x - 2y - 1= 0 và hai 
điểm A(1; 9); B4; --3). 


Tìm điểm C thuộc đường thẳng + sao cho khoảng: cách tư © đến 
đường thăng AB La g 2. 
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Hướng dẫn 
Đường thăng AB có phương trình tông quát: 1xx+3v-7=0 
Xx‹- 4 + 2E 
my 


Đường thang Á có phương trình tham số V: 


Điểm Cổ \ có tọa độ C(1 + 2t; t7). 


Thê tọa độ cua € vào công thức tính khoảng cách từ C đến AB, ta 
được : 


q(C; AB) = 


ẠO +9 tv)+84,~7 H1tạ~ð 


Theo giá thiết, ta có : 


HH,~ä - : 
———- = 2 = lltạ-3=+30; 
5 
".Ầ....Ắ : 37 
ta được hai giá trì của t:tạ= 3V vo= Fri 


C0; 39 Ga Á 


Chủ ý : Có thể giải như sau : 
Gọi (Xọ, yụ) là tọa độ điểm € thì vị C é 9 nên ta có : 


|4x¿ + 3y; - 7| 


Xo— 2VYo,_- l=0 và —————— = 2. 
0 JÚ 5 
Íx; - Øyạ=1=0 
Ta giải các hệ : 2 # r9 H “ C7; 3); 
(4X; + 3y, - 7= 30 : 
ø 


{Xe ~ 2yạ =1 =0 


và / > . 
|4đXạ tẩy, - #7 = -30 


hen Cs Í 43 tủ) 
“3? 11) 

Bài 38. Cho hai điểm MU; -2) và N(-1; 1). Viết phương trình đường 
thăng A đi qua M và cách N một đoạn bằng s 


Hướng dẫn 


Xét đường thắng m đi qua M1; -2) và song song với trục Ôy có 
phương trình m: x~- 1= 0. 
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sẽ ¬ mi TỚI 
Khoảng cách từ N đến m là : d(N; m) = lộP SH 


Vì 2z =>: nên đường thẳng m không 


v5 
thỏa màn đầu bài. Như vậy các đường 
thăng \ cần tìm không có đường thẳng 
nào song song với Oy. Và ta có thê coi 
các đường thắng như vậy là các đường 
thăng có hệ số góc k. 
Phương trình các đường thẳng A có dạng : - 
v+2=k(x- ]) 
«Ý  kx-y-k-2=0 (5) 


"¬..... 8. 


: \k? +1 {k?È+1C 
|J2k+3|_ 1 


vk” +1 J5- 


Theo bài ra, ta có : 


Bình phương hai vế và rút gọn, ta được phương trình : 


19k? +60k+44=0 = kị=-2 kạ= -Ẩ, 


Lần lượt thế các giá trị kịạ = -9; kạ = = vào phương trình (*), ta 
tìm được hai đường thẳng . : 
Ai:2x+y =0 và, A¿: 22x + 19y + 16= 0. 
Chủ ý : 
Có thể viết phương trình A dưới dạng A(x - 1) + B(y + 2) = 0 và ti 
đến một phương ¿“ình bậc hai đối với ẩn A (coi B ñhư đã biết). 
19A” - 60BA + 44BŸ = 0. 
bšên c2 2^y g 1p 
Biệt thức 4V = 144B ng An = 9B; Aa = 19 
Với Ai =2BchọnB=1 = A=2 và được A.:2x+y =0. 
22 
19 


Với A. = B chọn B= 19 >  A= 22 và được A›: 22x + l19y + 16 =0. 


`+\© 
D 


^ 
« 


“\ 


b 


~ ~ ~ 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


3 X 
Cho hai đường thắng Ai: ‡ 
M 


Tìm tọa độ giao điểm của *\, ©¿. 
Tìm góc tạo bởi A\, ©¿. 
Viết phương trình các đường phân giác của các góc tạo bởi An, .À. 
Cho hai đường thăng A¡:2x+vy+l1=0 

: và - \s:5x—-2y- l1=(0. 
Viết phương trình đường thăng ^ đối xứng với đường thẳng + qua 
đường thăng ®›. 


Lạp phương trình các cạnh của tam giác ABC biết đính B(2; -1), 
đường c+o AH : 3x - 4y + 27 = 0 và phân giác CD :x + 2w -— 5 = 0. 


Gợi v: AB:4x+7y-1=0. 
BC :4x+3y-5=0. 
CA:y~-3=0. 
Lập phương trình đường thẳng A đi qua điểm M@; -1) và tạo với 


hai đÑằềrg thẳng A¡ : 2x - y +5 = 0 và A;: 3x + 6y - 1= 0 một tam 
giác cân mà đỉnh là giao điểm của A\, A¿.` : 


Gợi ý: X:3x+vy— B20. M 
\:x—=3y-ö5=0- 


Viết phương trình các cạnh của tam giác cân ABC, biết cạnh đáy 

uằm trên đường thăng 2x - 3y - 5 = 0. Một cạnh bên nằm trên 

lường thắng x + y + 1 = 0 và cạnh bên còn lại đi qua điểm P(1; 1). 

Gợi ý : 17x + 7y - 24 = 0. 

Lý” : : _ xào `"... (4 7Ì 

Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC biết đính A)| ` Hi 
: ` 


và phângiác BE:x—2y-1=0, | 
CFP:x+3y-1=0. 
Jợi ý: AB:4x—-3y+1=0.., 
BC :y+1=0. 
¿A:3x+4y--8=0. 
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7. Viết phương trình đường thăng A đi qua điểm P2; 3) và cách 
đường thăng d : 4x + 3y — 10 = 0 mọt đoạn bằng 2. 
Gợi ý: A:2x+y-1=0. 

8. Viết phương trình đường thắng A vuông góc với đường thẳng 
2x + 6y - 3 =0 và cách điểm A(5: 4) một khoảng bằng v10. 
Gợi ý :- Ai:3x—y—-21=0. 

Az:3x-y—1=0. 

9. — Viết phương trình đường thẳng cách điểm A(1; 1) một khoảng bằng 
1 và cách điểm B(2; 3) một khoảng bằng 4. 

10. Cho hai điểm A(0; 4); B(5;, 0) và đường thắng A : 2x - 2y + 1= 0. 


Viết phương trình các đường thẳng A¡, A; theo thứ tự đi qua á; B và 
tạo thanh các góc nhận A làm một đường phân giác. 


Gợi ý: Ai:3x+y— 4= 0. 
Aaz:x+3y-5=0. 


§5. Phương trình đường tròn 
ˆ £ 
1. Phương trình tổng quát 
Đường tròn tâm Ï (ta; b) uà bán kính R có phương trình tổng quát là : ` 
(x - a} + (y - b}` = RẺ t]) 
T phương trình dạng (1) ta có thế biến đối đưa uê dạng : 
x° + - 2ax - 3by + e = 0 (2) 
ưới c = dˆ + b”.~ RẺ. : | 
Với điều kiện a” + bŸ - c > 0 thì (2) là phương trình đường tran tâm 
1(a; b) uà bán kúnh R = da” +b -c. 
2. Chú ý: 
a) Từ dạng (2) ta thấy rằng một phương trình bậc hai hai ấn ƒx; y = 
0 là một phương trình đường tròn khi : 
-- Hệ số cúu các hạng tử +Ÿ; y? là bằng nhau. ` 
— Không chúa hạng tử tích v.y. 


ÿ _ xuẾi cc 2 2 
— Thóa nuãn điều hiện œ + bÍ —c >0. 
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b) Cũng từ dạng 2) tạ thấy nếu s0 thì chặc chăn t3) là phường 
truy của mọt đường trộn, trư trường hợp ad + b”-e=0 


©) Vuưðt fd củng coi Ciết phương trunh đường tròn dưới dạng - 


ˆ 


vV + + 2Ÿ4y +28, rC =0 


tơi điều hiện A “+ B  .Cs0. 

Trong dạng này, tâm TCsA; =B' cờ bán húnh R = VA“ =ÐJ” C, 
Đối cúi các đường tron, RẰhi cho biết phương trình cúa đường tron 
tha tạ có thê vác định được tđm 0à báu tĩnh của nó. Ngược lạt, dế 
vác định được một đường tròn thì tụ cần biết tâm uà bán kínth của 
đường tròn ấy. Tún: của đường tròn là một điểm Trong hình học, 
diểm được hình dụng như tù giao cúa hai đường, do Đây tám! của 
tương tròn được vác định bởi hạt điều hiện 0à từ hai điểu hiện 
này, ta đi đến một hệ phương trình mà nghiệm cúa hệ cho tá tọa 
độ tan: của đường tròn. 


3. Phường tích của một điểm đối với một đường tròn 
Cho đường tròn (C12 có phương trình :x + ý - 2ax - 2by+e= 0 
là một điểm Ä(x¿; vụ: Đất kì trong mặt phẳng. 
Đường tròn (C) có tạm rợ; b2 cà bạn bính R. 


Một cát tuyến qua M cất đường tròn tại hai điển A, B. Người ta g2! 
ohương tích cúa điểm M đốt uới đường tròn (C), kí hiệu #w.c. là 


đang) ` 


tích A1A.MB. 
Tucó  /#.c = MA.MB = MT - R. 
\Ì = txọ - q) + ftyo - b)” nên 
:#⁄M/cc = (Xọ — g)” + (yạ — kế. K 


9 9 2 9 2` 9 
®g — 3ax¿ + q” +y¿ ` - 2byo + BỐ - (ta + bỐ - e). 


lỊ 


Mà Mà :- 
Suy ra LẮM ịc) =#Xo + Yụ ~- 3úxọ ~ 2byo +C. 


Vhư tây, giá trị của biếu thức ƒx, y) = x” + y” - 2ax - 3by + e tH 
liếm (xạ; yọ) là bàng phương tích cúa điểm Mt(xạ; yọ) đối 0uớt đường 
ròn (). 


*#MiCi = Ẩ[Xo; Vo). 
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4. Các vị trí tương đối 
ø) Vị trí tương đối của một điểm dối uới một đường £ròm 
Cho một đường tròn (C) uà một điểm M, ta có các trường hợt sau : 
;#M.c > 0 c - Mớ ngoài dường HẾn: (C); 
“ŸM.uc¡ = 0 c©{  Me(C); 
“#Micc < 0 «Ằ Mở trong đường tròn (C). 
b) - Vị trí tương đối của đường thẳng uè đường tròn 
Cho đường tròn (C), tâm 1, bán kính R uà đường thắng A1 Tế thì : 
dlI;4<R_ c6 A oà(C) cất nhau tại 2 điểm; 
_ d(lI; A) =R © _ 4 bà (C) tiếp xúc uới nhau; 
dl;,4>R. c 4A uà(C) không cắt nhau. 
e) Vị trí #0Xs£ đối của hai đường tròn 


Cho hat đường tròn (C) tâm l, bản hính R uà đường tròn (C')) tảm 
l, bán hính R. 


Ta có : 


Liên hệ giữa lÌ uới R, RẺ J Vị trí tương đối cúa (C) uà IC”) 


ly |R-PR.|<lII!'<R+R Cắt nhau tại 2 điểm | 
| I=|R- R' Tiếp túc trong | 
H.n _ hệ» göntansGkeccbdsobceieezstbendl 
lỤ=R+R Tiếp xúc ngoài ˆ| 
pn= cz = = =+ : . 
» H >R+R Không cát nhau (ngoài ;ehqiu) : 
I<|R-R _| Không cát nhau (đựng nhau) Ị 


BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 39. Viết phương trình đường tròi trong các trường hợp sau : 


a) Đi qua hai điểm A(ð5; 0) và B(1; 4) và có tâm nằm trên đườing thhăng 
A:x+vy-3=09. 


b) Ngoại tiếp tam giác ABC có phương trình đường thắng :clứa tác 
cạnh : 


AB:9x- 2y-41=Q0, 
BC :7x+4y+7=0, 
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CÀI: = 3v + ]=0. 


€) Đi qua điểm M2; 3) và tiếp xúc với hai đường tháng : 


\j:dx—4yv+l=0; 


A2: 4x+ảv-7=0. 


đd) Nội tiếp trong tam giác mà ba canh năm trên ba đường thăng : 


\¡:Xx 0; 

\„ 3x - 4y + 36 =0; 

%4 :4x+3v+25e=0. 
Hướng dẫn 


a) Gọi la; b) là tâm của đường fròn, ta có : 


b) 


c) 


R= AI = BI =  AlỨ=Bl 
: (a=B? + <(ta~lƒ +tb- 47 

_ a-b-1=0 (1) 
Mặt khác l‹© \ <3 a+b-3=0 (2) 
Từ (1) và (2) cho ta a = 2;b= 1. 

| R” = AI = lỐ. 
Phương trình đường tròn cần tìm là : 

(~ ØŸ «V =Ở# x10 
c© x +y — *x— 2y - 5 =0. 


Từ các giả thiết đã cho, ta tìm được tọa độ các đỉnh A(5; 2): B(3;-7); 
C(-1; 0) và đưa bài toán về việc viết phương trình đường tròn đi 
qua ba điểm A; B; C. 


Ta có kết`quả, phương trình đường tròn cần tìm là : 


nÌ ( s3Y” 22{ 
X +l Y+—| =—. 
\ 107 10 
Đường tròn () tiếp xúc với hai đường thẳng Ai, A;¿ thì tâm I của nó 
phải nằm trên phân giác của góc tạo bởi hai đường thẳng. Mặt 
khác (C) đi qua M và tiếp xúc với A;, A; nên ta lại phải có : 
“IM = d(I; A)). 


Gọi l(a; b) là tâm của đường tròn (). 
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MỸĨ” = (a -3)” + (b - 3Ÿ. 
l3a -4b+ !Í _l3a-4b+1l 


Từ đây, tacó  MI”=|d(1; vJ)Ÿ 


dŒI; AJ)= 


c©  (a-2)Ẻ+(b-3 nES= 
_ Thực hiện các phép tính và rút gọn, ta được : 
16a” + 9bŸ ~ 24ab — 106a - 142b + 324 = 0. 
Ái:3x = 4y+l=0và A;: 4x + 3y - 7 = 0 cắt nhau tạo thành bón 
góc, có hai đường phân giác : ` 
| pi:7x- y-8=0, 
D›z:X+7v-8=0. 
Ta xét hai trường hợp :` 
e Điểm I nằm trên phân giác pị. Như vậy, ta có lasb=6=< 0 
Tọa độ tâm I là nghiệm của hệ : 
J7a-b-6=0 (1) 
|l6a? + 9b + 24ab - 106a - 142b+324=0 (2) 
Rút b từ (1) và thế vào (2). Sau khi rút gọn, ta đưa về phương trình 
bậc hai : : 


5a” - 16a + 12 = 0 = ai=2,.8;= 


œ|@® 


“Với <9 => bị =8: `» gý 
R” = MỸ = (2- 2) + (8 — 3)” = 25 
và được phương trình đường tròn : 
(C¡) : (x — 2)? + (y — 8)” = 25. 


i23 6 
Với a;= m 


= bạ <'SC, ta tíQỀ được RẺ = 1 
b) 5 : 
và được phương trình đường tròn 


mm... 
(Cò:Íx=Š] +Ì = =1. 
2 Ả 5 VÝ 5 
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®« Điem Í năm trên phân giác p›. Trường hợp này. tọa độ tam T là 
nghiệm của hệ : 


:a+7zb-8=0 
Ì16a” + 9b” + 24ab - 106a - 119b + 324 = 0. 
Hè này vô nghiệm, không có đường tròn nào thỏa mãn yêu cầu. 
Eết qua. ta có 2 đường tròn đi qua M2: 3) và tiếp xúc Với Ác, *¿, 
(CJ):x + yˆ— 4x — 16y - 438 = 0; 
(C¿): 5x” + 5y” - 12x = láy + 31 = Ú. 


Chủ ý : Có thê dự đoán các kết qua. trân đây bằng cách quan sát 
trên hình vẽ 
đd) Ta tính được ba định của tam giác : A(38; -13), B(4; 12); C(-8; 3). 
Phán giác trong góc A có. phương trình : 3x +v+1=0. 
Phân giác trong góc B có phương trình : 2x-y+4=0. 
Tam JJ cúa đường tròn nội tiếp là giao điểm của các phần giác trong 
nên tọa độ của J là nghiệm của hệ : 

'3xX+v+t1-0 
' =>  J(-1; 2). 
(2x-y+34-0 


Bán kính r của đường tròn nội tiếp là khoảng cách từ tâm J đến 
một cạnh : 


+] = 
I= đ(J; .*;) = TY = ð 
1 


và được phương trình đường tròn : 
(x+1°+(y-9=25 cœ x°+y?+2x-4y-20=0. 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm A(-1; 1); B(2;-1); C1; 3). 
Gợi ý : 5x” + 5y” — 11x — 9y — 12= 0. 


Viết phương trình đường tròn có tâm I(5; 5) và tiếp xúc với đường 
thắng A:3x + 4y -ð=0. 


Lập phương trình đường tròn có bán kính R = 1, tiếp xúc với trục 
Ox và có tâm nằm trên đường thẳng A : 3x - y + 7 = 0. 


bài 


Gợi ý - Tọa độ tâm I là nghiệm của hệ : 
ly-1=0 W.Yy teÐ 
4 V \ 
|3x-y+7=0  |3x-y+7=0. 


Ta được hai đường tròn : (x+ 2)” + (y - 1)”= 1; 
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( 8ì 2 

| 2 

ị _ 1) =1. 
tà +(y+ 


j 
¿ 


Lập phương trình đường tròn có tâm nằm trên đường thẳng x - 3 = 0, 
tiếp xúc với trục Òy và. đi qua điểm A(5; 4). 


Lập phương trình đường tròn đi qua điểm P(1; 0) và tiếp xúc với 
hai đường thăng : 


Ái:xX+y-2=0,; 
As:x+y+3=Ú 
Gợi ý : Chú ý : Ai/A¿. 
Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng : 
Ai:]3x+4y-1=0; 
A2:4x+3y—-8=0, 
và có tâm nằm trên đường thắng % : 2x +y + 1= 0. 
Gợi ý : (C¡) (+#J +|y-?] = Si? 
(C¿):(x— 9) +(y +5) = 9. + 


Viết phương trình đường tròn nội tiếp trong tam giác có ba cạnh 
nằm trên ba đường thẳng : 


Ái:x- 2y =5 =Ú; 

Aaa:2x-y+2=0; 

As:2x+ y - 10 = 0. 
Gợi y : x”+ yŸ— 4X 2y= 0. 


Tìm độ dài của dây cung AB trong đó có các điển A, B là giao điểm 
của đường thăng A : 4x + 3y - 8 = 0 với đường tròn (C) có tâm 1 1C, 1) 
tiếp xúc với đường thắng 5x - 12y + lỗ = 0. 


Lập phương trình đường thắng song song với đường thắng x —- 2y = 0 
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a) 


b) 


¿ : _ & 2 5) Ẹ : à 
và chán trên đường tròn x” + yˆ — 8x = 0 và một đây cùng có độ dai 
bàng 2. 


Cho ba điểm Á(1; 2), B(9:-2): CŒ;-4) và điểm D thỏa mãn hệ thức 
¿D = CH. 
Chứng mình bốn điểm A, B, C, D cùng năm trên một đường tròn (9. 


Viết phương trình đường tròn (2 và chứng minh đường tròn (2) 
tip xúc với đường thăng OA. 


§6. Tiếp tuyến với đường †ròn 


Tì đã biệt khoảng cách từ tán l cúa dường tròn đến một đường 
Hăng 10 bàng bán bính R cúa đường tròn thì 10 cà đường tròn tiếp 
xức oớt nhau, do đó khi cho đường thống 1: Ax + By + =0 cà 
đường tròn (C) tâm la; Ð) bản búnh R thì điều kiện cần ouà đủ để 1 
0u¿ (C) tiếp xúc 0ới nhau là : 


LAa + Bb+Cl — 


Công thức này là hiến thức chú yếu đế giái quyết các bài toán liên 


R. 


gian đến tiếp tuyến, đặc Diệt liên quan đến oiệc 0iêt phương trình 
cca tiếp tuyến Đới một đường tròn. : 
Ngoài ra, để giải các bài toán liên quan đến tiếp tuyến của đường 
tròn ta cần nhớ một tính chất quan trọng cúa Hiếp tuyến là : “Tiếp 
tuyến Đới một đường tròn thì 0uông góc uới bán kính đi qua tiếp 
điểm”, 


BÀI TẬP MINH HỌA 


Bài 40. Cho đường tròn (C) có phương trình : 


a) 


Đ) 


(CI:x”+yˆ“- 2x - 4y = 0. 
Vết phương trình tiếp tuyến cua đường tròn (€) tại điểm P(-1; 1). 


Cao điểm Q(2; 5). Chứng mình rằng hai tiếp tuyến với đường tròn 
(C) kẻ từ điểm Q thì vuông góc với nhau. Viết phương trình các tiếp 
tưến ây. 
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a) 


b) 
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Giai 
Thế toa độ của P(-1; 1) vào về trái phương trình của (C) ta được : 
(-1)2 + 12~⁄2(-10—41=1+1+2-4=0. 2ˆ 
Vậy P(-1; 1) e (C). 
Đường tròn (C) có tâm I(1; 2) và bán kính R = V5. 
Gọi M là một điểm nằm trên tiếp tuyến A của đường tròn tại điểm 


P(-1; 1) thì với M(x; y) ta có : 


PM =(x+1;y- 1) và IP=(-2:-1). 


. 


.A là tiếp tuyến của (C) tại Inên IP L PM 


© . -2(x+ l1)+(-1Xy — 1) 

. : © -2x-y~-l=0. 
Vậy phương trình tiếp tuyến của (€) tại P là: A:2x+ y+l1=0. 
Xét đường thẳng A' đi qua Q(2; 5) và song song với Oy, A' có phương 
trình x = 2, hay x - 2= 0. 
Tacó: d(l; A)= l1- 2l =1. “ 
Vì dd;A)< v5 nên A' không tiếp xúc với đường tròn. Điều này có 
nghĩa là các tiếp tuyến với đường tròn (C) đi qua Q(2; 5) không có 
đường nào song song với trục tung. Do vậy, ta có thể gọi k là hệ số 
góc của các tiếp tuyến với đường tròn kẻ từ Q(2; ð). Ta lại có : 

(co <e92P46ˆ°< 92-4690. 
Do vậy điểm Q nằm ngoài đường tròn và qua Q ta có thê kẻ được 


hai tiếp tuyến với đường tròn, các tiếp tuyến ấy có phương trnh 
dạng : : 


yv-B=k(x-2) cœ: kx-y-2k+5B5=0O (*) 


Sã ; - =keất ˆ 
Từ điều kiện tiếp xúc ta có bi =SS Che. v5. 


vk” +1 
Bình phương cá hai vế và rút gọn, ta đưa vẻ phương trình bậc hãi : 
ÉP" 2k? + 3k - 2= 0. 


Phương &rình bậc hai này có a và c trái đấu nên bó hai nghim. 


Mặt khác tích của bai nghiếm là kị.k;¿ = E> Êng "` 


Vậy hai đường tháng ứng các hệ số póc k;, k› là hai đường thăng 


vuông góc với nhau 


Giai phương trình bậc hai đối với k, ta được :kị = -2:k¿= 


2| — 


Đem thế các giá trị này vào phương trình (Š) ta được hai !iếp tuyến 
xuất phát từ Q(2; 5) của đường tròn (Ở) : 
Ai:2xX+y—9=0, 


Á42:x—2y+ä3=0. 


Bài 41. Cho đường tròn (C) : x”+ y`- 2x+6y-6=0. 


a) 


bì 


Việt phương trình tiếp tuyến với đường tròn trong các trường hợp : 
Có hệ sở góc R = -2 
Song song với đường thăng : 3x - 4v+ 1=0. 
Vuong góc với đường thăng : -12x + 5y - 4=0. 
Hướng dẫn 

Phương trình đường thẳng \ có hệ số góc k = -2 là : 

v=-2x+m đó 2x+vy—m=\Q. 
Đường tròn (Ở) có tâm Í(1: -3! và bán kính R = 4. 
\ tiếp xúc với (C), cho ta : 


|2.1+(-3)>~ mi 
đl Am saể 


Jv?? +1 
|-1- mÌỊ- 


= 4 1 me +45 
v5 


Ỏ 


_> ru = —-Ì +45. 
Ta được hai tiếp tuyến với (C) : 
\j:2x+v+l +4V5 =0; 
As:2x+y + -4đ/V5 =0. 
Đường thàng p song song với 3x - 4y + 1 = 0 có phương trình đạng : 


* 
3x~ 4y+c=0. 


Đường thăng p tiếp xúc với đường tròn (€) cho ta : 


Í3.1- 4t~3) + el 
d(Ï; p)›= l31- 4L ở) tc| cà 


v8? +(-4)2 
=> l5+c=‡+4V5 = ha ca = -đã. 
Ta được hai tiếp tuyến : p¡:3x - 4v+5=0; 
pz: 3x — 4y - 3Š = 0. 
c) Đường thẳng q vuông góc với đường thắng -12x + 5y - 4= 0 có 
phương trình : 5x + 12y +c=0. 


Ề : 
q tiếp xứe với (C) cho ta : 


|5.1+12(8)+el_ 


2 


“TẾ Tộc 


d1; p)= 


= -3l+c=+52 c= c¡=84, c¿ = ~21. 


“Ta được hai tiếp tuyến : Dị: 5x + 12y +84. 0; 
p› : 5k + 12y - 21=0. 


sử | `. À* 
: BÀI TẬP ĐE NGHỊ 
1. Cho đường tròn (C) có phương trình xŸ + yŸ = 2. 


a) Viết phương trình các tiếp tuyến của (C) tại các điểm tauiộc (CC) và 
có hoành độ bằng 1. : 
Có nhận xét gì về các tiếp tuyến rfày ? L 
b) Viết phường trình các tiếp tuyển của (C) xuất phát từ điển A4; - 
Gợi ý : s 
a) x+y-2=0vàx-y—2=0. Hai tiếp tuyến này vuìng góc với 
nhau. : 
b) x+y—-2=0Ovàx+7y-2=0: 
2. Trong mặt phẳng tọa độ che A(0; -2); Bd; 0) và đường thăng A : 
x+2y=0. 


a) Lập phương trình đường tròn (C) đi qua hai điểm A, Bvài œ tân Ï 
nằm trên, đường thăng +. 


b) Chứng minh hai điểm A, Ÿ là ha: điểm xuyên tâm đối. 


e) Viết các phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) có hệ số góc 
kx=2. 
Tìm tọa độ các tiếp điểm. 
Œợit ý : 

a) Đương tròn (C) có tâm I(2; -1); R= v5. 


Phương trình (C): (x— 2)” + (ty + 1= 5. 
b) FA œ-5:; =Ï£ 1B ={2: 1. 
IA+IB=0 = HÌà trung điểm của AB. 


Đường thẳng A có hệ số góc k = 2 có phương trình : 2x - y +c= 0. 


le) 


Điều kiện :d(¿A)J=£R—D = JB+c|_ số. 


v5 


=_ c=0vàc=-l0. 
Ta được hai tiếp tuyến : Ai:2x-—y= 0; 

Az:2x— y- 10=0. 
Cho ba điểm A(2; 3); B(-2; —1); C(1; -1). 


~ 


a) Chứng minh ba điêm A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


b 


~ 


Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


~ 


Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC tại điểm A và tìm giaơ điểm của tiếp tuyến này với trục Ox. 


c 


Gợi ÿ : : 
a) Chứng minh ba điểm A, B, C không thẳng hàng. 
b) x`+y”°+x-3y-6=0. 
©) 5x + 3y - 19=0; K9) 


Cho đường tròn (C) có phương trình : (CC): x?+y?+ 2x - 4y =0. 
a) Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn đi qua điểm M(4; 7). 
b) Tính độ dài khoảng cách giữa hai tiếp điểm. 
c) Tính góc giữa hai tiếp tuyến. 
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li 


b) 
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a) 


b 


~ 


Gợi ý : 
Ai:2x— y— 1-=0; 
A¿z : -X + 2y — 10 = 0. 
Ta có hai tiếp điểm A(1; 1); A(-2; 4) nên AA' = 342. 
143°.08'. 
Cho hai đường tròn (C) và (C) : 
(C) : x? + y? - 10x + 24y - 56 = 0; 
(C') : x? + y?~— 2x - 4y - 20 = 0. 
Xét vị trí tương đối của hai đường tròn. 


Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn. 


Gợi ý : 

Đường tròn (C) có tâm I(ð; -12), bán kính R = 15. 
(C') có tâm I(1; 2), bán kính R' = 5. 

Đường nối tâm II' = 253 x 14,6. 

Dễ thấy R - R < IF < R + R. 

Vậy (C) và (C') cắt nhau tại 2 điểm. - 


Chú ý : Có thể xét vị trí tương đối của (C) và (C) bằng cách  3ét s. 


nghiệm của hệ phương trình bậc 2 hai ẩn : 
x? +y? -10x + 24y - 56 = 0 
x? +y? -2x - 4y - 20 = 0 
2, v2 ¿ 

vs x“ +y“ - 2x - 4y - 20 = 0 

2x-7y+9=0 

Gọi A là đường thẳng y =ax+b ©  ax-y+b=0. 

Để A tiếp xúc với đường tròn (C) : 

|5a +12 + bị ˆ 


a?+1 


d(1; A) = R 15 
Để A tiếp xúc với đường tròn (C)) : 
la-2+b| _ 


va? +1 


d[,A)=R b) 


1) 


2) 


a) 


bì 


c) 


đ) 


— 


a 


b) 


c) 


đ) 


Từ (1) và (2) ta đi đến hai hệ : 


(a+b- 9)” = 2B(a? +1) 


Hệ (I): 
a-b+9= 0 
Giải hà này, ta được ;*ai = DỊ Gai à lã 10/7 =_ bị= E5 AE Là, 10/7 : 
21 21 
_ 14- 107 b, - 203 - 10/7 
21 ` Dài : 
và đưcc 2 tiếp tuyến chung:  Ai:y= CA AT 107 Sh và 203 + 107 : 
21 21 
14-107 203-107 
4a :Y= ————X+ : 
21 21 
_ 92 - a5(a2 
Hệ (ID: (a+b- 2) 25(a“ˆ +1) 
13a+2b-3=0 


Hệ này vô nghiệm. 
Tóm lai, ta có hai tiếp tuyến chung An, A¿. 
Cho ba điểm A(1; 2); B(9; -2); C(Œ7; -4'). 


Chứng minh ba điểm A, B, C là các đỉnh của một tam giác vuông. 


Một điểm D thỏa mãn hệ thức: DB = AC. 
Chứng minh bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn (I). 
Viết phương trình đường tròn (II). 


Chứng minh rằng đường tròn (I) tiếp xúc với đường thắng OA tại 
điểm À. 


Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn (I) tại điểm B. 
Gợi ý : 


So sánh các vectơ CA ; CB và tính tích vô hướng CẢA.CB. 


(D: x+yˆ°- 10x- 5 =0. 
OẢ.CB =0. 
2x—y- 20=0. 
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§7. Các đường conic. 


1. Các yếu tố cơ bản trong các phương trình chính tắc của EFilip 
Hypebol - Parabol 


Hypebol 


Trục thực 2a 
Trụcdo 2b 
Tiêu cự 2c; c° = ad” + bŸ 


FP.(—c; 0); kF›;(c; 0) 


Các trục |Trục nhỏ 2b 
Tiêu cự 9c; cˆ = a?- b° 
TYêu điểm Pw-c; 0) tF;(c 0) 
A;(-a; 0); Az(a; 0) 
B,(0; -Èb); Bz(0; b) 


- 0); As(q; 
; › 
Ỉ C 
Tâm sai `... 
g 


A,(-ag; 0); A;(a; 0) 
B,(0; -È); Bz(0; b) 


Định là gốc t 
độ Ó(0; 0) 


Bán kính 
qua tiêu 


Ẹ 
—¬ =( 
2 
Elip là một đường Không có 
cong giới nội, không tiệm cân 


có tiệm cận 
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s. ¬ Ề + sử k š 
Chú ý : Các đường y = ax”, y = ax” + bx +e,a z0 cũng được gọi la 
các đương parabol. 


2. Định nghĩa của đường conic 


a) 


b) 


Cho một điểm cố định F oà đường thẳng 4 cố định không đi qua F. 


Tạp hợp các điểm M sao cho t số ————— =e te >0, hhông đối) là 
d(M, D) 


tuột đường contc. 
!' dược gọt là tiêu điểm; 
4 được goi là đường chuẩn; 
e được gọt là tâm sai. 
Với  e< 1 conic là đường Ehp; 
e= 1 conic là đường Parabol; 
e > 1 conic là đường Hypebol. 
Đối uới các đường conic, ta thường gặp hai loại toán chủ yếu : 
Viết phương trình chính tắc của conic 


Đối uới elip 0à hypebol thì uiệc oiết phương trình chính tắc đưa uê 
uiệc tìm các yếu tố a, b. Hai đường conic này có 4 yếu tố quan trọng 
là tiêu cự, tâm sai 0ò trục lớn, trục nhỏ đối uới elip (hoặc trục thực, 
trục do đối uới hypebol) uà giữa bốn yếu tố này lại có 2 liên hệ, do 
uậy chỉ cần biết hai trong bốn yếu tố này lò ta tìm được hai yếu tố 
còn tại. Đôi khi, ta dựa 0uào định nghĩa tổng quát đế uiết phương 
trình contc. 


Đối uới parabol thì uiệc uiết phương trình chính tắc chú yếu đưa uễ 
uiệc tìm tham số trên p. 


Tìm các yếu tố của conic 


Đối uới bài toán này, ta dựa uào các định nghĩa uà dựa uòo hai liên 
hệ giữa a, b, c Uò d, C, €. 


BÀI TẬP MINH HỌA 


Bài 42. a) Viết phương trình chính tắc elip (E) biết (E) đi qua điểm 


MÍ-Š) và có tâm sai e = 5 
2 2 
b) Tìm độ dài trục lớn, trục nhỏ, tọa độ các tiêu điểm của (E) ? 
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Hướng dẫn 


2 2 
a) Phương trình chính tắc của elip có dạng (E) : sư by II 
: a 
si 
¬ 
Vì M e (E) nên : vóc. : 1 
a b 
c© c+< x1 => 9a2+4b?=4a?b 
aˆ 4b 
2 
MliL#ilcbdkic cm. đe ; s2! xe 
2 a 2 a 4 
28 _ t2 2 
c3 n. .. > SG - =- b2= 2a? 
a? 4 a? 4 4 


9a? +4b? = 4a?b? 
| Ta có a”, b? là nghiệm của hệ : bê = LÊ 
: 4 


- 2 2 
Giải hệ này ta có : a? = 4, b?= 3 và được elip (E) : T + = = 


b) Tacó: a =4 = 
bẦ=<3 = 


8=? © 
b= 3 = 
cỒ=a -b <1 = 
Vậy F;(—1; 0); Es(1; 0). 
Bài 43. | 


2a s= 4. 
2b =2V3. 


e=i 


(q1) 


(2) 


a) Viết phương trình chính tắc hypebol (H) biết rằng điểm M(3; -1) 
thuộc (H) và (H) tiệm cận với các đường phân giác của các góc tọa 


độ. 


b) Viết phương trình chính tắc của elip (E) đi qua điểm N(4;6) và có 


tiêu điểm trùng với tiêu điểm của (H) trên đây. 


Hướng dẫn 
2 
a). Phương trình chính tắc của hypebol có dạng (H) : = 
._óa 


M(3; -1) e (H) cho ta : 
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=Ì =$ 9b” - a” = a bỶ l (1) 


Hyrebol lại nhận các phân giác y = + x làm tiệm cận, nên : 
=l => a=b _ t2) 


Từ 1) và (2) suy ra : a” = 8; bỶ = 8 và ta được phương trình chính 
tác của hypebol là : 


P 2 
ñEñ": Š-~.zÍ. 
8 


to 


b 


~ 


Hy;ebol (H) có:cẰ=a?+b` = c?=16 =-... 
Do 3ó (H) có hai tiêu điểm : F›(-4; 0); F¿(4; 0). 
Eli; (E) đi qua N(4; 6) nên : 


—=+—==l =  16b+36a =aP? (3) 
3 32 


Eli (E) nhận F), F; làm tiêu điểm nên có c = 4. 
c=a -b` = 16=a”-b (4) 


Từ (3) và (4), ta tìm được : a” = 64, bŸ = 48 và được phương trình 
chíah tắc của elip (E) là : 


3 2 
Ji ẪĂøecŸ# 


64 48 
Bài 44. ”ho điểm F(-22, 0) và đường thẳng A : x +3/2 = 0. 
_a) Chíng tỏ rằng quỹ tích các điểm M có tỉ số khoảng cách từ đó đến 


điểm F và từ đó đến đường thẳng A bằng một số không đổi e = _ 
là nột elip (E). 


b) Việt phương trình chính tắc của parabol (P) có đỉnh trùng với gốc 
tọa độ và có tiêu điểm trùng với tiêu điểm bên phải của elip (E).: 


Hướng dẫn 


ỹ 2 : 
Gọ tọa độ của M là (x; y), ta có : ME = (x+2⁄2) kg 


d(M; A) = |x ÿ 3⁄2| . 
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MF ME? 
=ê — ———— ~= 
d(M; A) d?(M; A) 


Vì theo giả thiết : 
32 

(x+2V2)?+y? tải 

(x + 32)? 3/ 


= A(x? + 4x2 +8+ y?) = 2(x? + 6x2 +18) 


=  x +3y =12 


2 2 
LAN 
12 4 h 
Vậy quỹ tích các điểm M thỏa mãn yêu cầu bài toán là elip : 
3 về 
(Bi + 
12 4 


b) Elip(E)có: a?=12;b =4 = *?=8 = c=2V2. 
Tiêu điểm bên phải của elip (E) là : F'(2/2; 0]. 


Suy ra parabol có tham số tiêu : s 2/J2 =  p=4V2. 
Vậy phương trình parabol cần tìm ] = 82x. 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
1. Cho elip có phương trình : (E): 4x” + 16y” = 64. 

a) Đưa phương trình elip (E) về dạng chính tắc. 

b) Tìm độ dài trục lớn, trục nhỏ, tiêu cự. 

©) Chứng minh rằng với một điểm M < (E) thì tỉ số khoảng ccáh: tí 
đến tiêu điểm F; của (E) và đến đường thẳng A : x - số lè mộ: sí 
không đổi. 
Gợi ý : 

c) Gọi tọa độ của M là (xw; y); ME; là bán kính qua tiêu điểm F vêi 


v3 


c 
MF¿=a- —Xu SN 225220301766 
a 
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a 


b 


3.a 


b 


a 


b 


—~ 


. 


~ 


~ 


—~ 


~ 


Ms =— 
2 
8/3 8- V3xXụ 
MS Suy 2= 
V3 
MT v3 = khõng đôi. 
MH 2 


Chú ý : N chính là tâm sai e của (E'). 
Cho điểm F(4; 0) và đường thẳng (D) có phương trình : 
(D): 4x-9=0. 
Chứng minh rằng quỹ tích các điểm M mà tỉ số khoảng cách từ M 
đến F và từ M đến (DJ bằng ặ là hột hypebeï tHỊ, 


Tìm độ dài trục thực, độ dài trục ảo, các tiệm cận của hypebol. 
3 2 D 
Gợi ý; a) (HỊ: —-—=1, 
ĩ 


Viết phương trình elip (E) biết (E) đi qua điểm M45: 12/5] và có 
a— b =2. 
Đường tròn (C) đi qua điểm A(4; 2) và có tâm I(0; 1). 


Viết phương trình đường tròn (C) và chứng minh (C) đi qua hai tiêu 
điểm của (EF). 


⁄ 


Trong mặt phẳng LÒ: Ỉ; j] cho điểm F(3; 0) và đường thẳng (D) : 


3x - 4y + 16 = 0. 
Viết phương trình parabol (P) có tiêu điểm F và nhận gốc tọa độ O 
làm đỉnh. l 

Chứng tỏ rằng parabol (P) cắt (D) tại một điểm duy nhất I. Tìm tọa 
độ I. 

Gợi ý : a) (P): y” = 12xỶ. 

3x- 4y +16=0 


. ¿ 1 
ở có nghiệm duy nhất : I[S:8). 
yˆ-12x= 0 B) : 


b) Hệ : 
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a) 


b) 


c) 


a) 


b) 
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Cho hai điểm A[s: 1): BÍ-g: 1), 
2 : 2 


Viết phương trình đường. tròn đường kính AB và tìm tọa đồ giao 
điểm của đường tròn với các trục tọa độ. 


Viết phương trình parabo] (P) nhận điểm Flễ: ) làm tiêu điểm 


và nhận đường thẳng (D) : y + 1 = 0 làm đường chuẩn. Điểm B có 
thuộc parabol không ? 


Đường thẳng A : 2x - 2y - 3 = 0 cắt parabol (P) tại 2 điểm M, N. 
Tìm tọa độ của M, N và tính góc MEN ? 
(Đề thi tốt nghiệp THPT- 1978) 


D 
Ta có : ME = d(M;D) = MF° = [x-5) +-Ứ. 


[d(M; D)]? = (x - 9)? + (y - 1. 


MEF?=[dM;D)Ẻ = xÌ-3x- 2y về =0 


Điểm B e (P). 


2 
x3 
M, N có tọa độ là nghiệm của hệ : v~Íš-ä) 
2x-2y-3=0 
- Mi): Miệng 
2 2 


cos MFT= - => METs 124'56. 


©t| G2 


ý. Trong mặt phẳng Oxy cho elip (E) có phương trình : 3x” + 5y” = 30. 
a) Xác định tọa độ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm và tâm sai của elip. 


b) Một đường thẳng A đi qua tiêu điểm F›s(2; 0) của elip (E) song song 
với trục tung, cắt (P) tại hai điểm A, B. Tính các khoảng cách từ A 
và từ B tới'tiêu điểm Fì. 


(Trích đê thị tốt nghiệp THPT, năm học 1996 - 1997) 


” ÿ” - 
Gợi ý - b) Tọa độ các điểm A, B là nghiệm của hệ : 1016 
x—2=0. 


AF, = BE, = TỦ, 


7... Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm M;: (3: 243); M;|-6; v3] : 


a) Viết phương trình chính tắc của elip (E) đi qua Mì, Mạ. Tìm tọa độ 
_ các tiêu điểm của (E). 

b) Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) đi qua M; và có các 
tiêu điểm trùng với các tiêu điểm của elip (E). Viết phương trình 
các đường tiệm cận của hypebol (H). 

(Trích đê thi tốt nghiệp THPT, năm học 1997 - 1996, kì II) 


3 2 


Gợi ý: a) (P):T~+— =1. 
lỗ 45 
2 2 

bJfM}# s21 
6 24 


$. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm A(2; 3); B(-2; 1). 


a) Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm A, B và có tâm nằm 
trên trục hoành. 


b) Viết phương trình chính tắc của parabol có đỉnh là gốc tọa độ, đi 
qua điểm A và nhận trục hoành làm trục đối xứng. 


Vẽ đường tròn và parabol tìm được trên cùng một hệ trục tọa độ. 
(Trích đề thị tốt nghiệp THPT, năm học 1997 - 1998) 
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Gợi ý : a) (E):x?”+y°— 7x—9=0. 


b)(P):y”= sxi 


§§. Các bài foán có tham số 
Khi trong phương trình của các đường có chứa một tham số r thì 
thường thường ta hay gặp một số bài toán cơ bản squ : 
1. Biện luận vị trí tương đối của các đường z 
a) Biện luận uị trí tương đối của hai dường thẳng 


Đế biện luận uị trí tương đối của hai đường thẳng được cho dưới 
dạng phương trình tống quát : 


4i: ÄAixz + By +C¡=0; 
4a - Aax + B„y + C› = 0. 
Ta tính các định thức : 


A,, 


B,C, 
B; C› 


C, A, 


D= 
C; A; 


= h Ð,= 


, + 


Uuà xét các trường hợp - 
*Dzx0 = A¡uèà 4; cốt nhau. 
*®D=0 = œ)D,(thoặc D,) z0 = Aj(/1á. 
8D.=D,=0 = Ai¡=z=4¿ 
Chú ý : Số giao điểm của áạ, 4; bằng số nghiệm của hệ pihhương 
Ỷ 
b) Vị trí tương đối của đường thẳng uà đường tròn 


Để biện luận uj trí tương đối cúa đường thẳng uà đường tron, ta so 
sánh khoảng cách từ tâm I của đường tròn đến đường thống A với 
bán bhính R của đường tròn. 


d(1; A) > R  A không cắt đường tròn; 
d(1; A) = R = A tiếp xúc uới đường tròn; 
d(1; A) < R = 4 cắt đường tròn tại hai điểm. 
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©) Vệ frí tương dối cúa hai đường tròn 


Để biện luận 0ị trí tương đối của hai đường tròn (O; R) oà (O7; R) 
ta so sánh đoạn nối tám OO' 0à tống R + R' uà hiệu R - RÌÌ. 
3. Xac định giá trị tham số m để một điều kiện nào đó được thỏa mãn 

- Xác định giá trị tham số m đế đường thẳng thoặc đường tròn hoặc 
conte) đi qua một điểm P(xạ; yọ) cho trước. Muốn 0ậy, ta thế tọa độ 
của P uào phương trình đã cho uà được một phương trình uới tham 
SỐ. 

- Xác định giá trị tham số để đường thẳng song song hoặc Uuuông góc 
ưới rmmột đường thẳng đã cho. 

- Xác định giá trị tham số đế đường thẳng 4 tiếp xúc uới đường tròn, 
ta có thể xuất phát từ điều hiện d(l, 4) = R hoặc tìm điều kiện đế 
phương trình hoành độ giao điểm có nghiệm kép. Trong trường hợp 
phương trình hoành độ (hoặc phương trình tung độ giao điểm) là ˆ 
phương trình bậc hai thì điều kiện này được biếu hiện ở chỗ biệt 
thức của nó bằng 0. 


3. Tàn điểm cố định mà các đường đi qua 


Đế tìm điểm cố định mà các đường ca một họ đi qua, ta uiết phương 
trình đã cho dưới dạng một phương trình mà ẩn là tham số m : 


ImMỆ(x; y) + g(x; y) = 0 
uà có tọa độ của điểm cố định mà họ đường đi qua là nghiệm của 
hệ : 
| fzx; y) =0 
g(z; y) = 0. 
4. Bởi toán quỹ tích » 
Tu thường gặp bài toán tìm quỹ tích giao điểm P cúa hai đường 


thẳng, tìm quỹ tích tâm I của các đường tròn, hoặc tìm quỹ tích 
trung điểm M của một đoạn thẳng AB thay đổi... 


Đối với bài toán này, ta biếu diễn các tọa độ tx; y) của điểm cần 
tìm quỹ tích theo tham số m : 


x=ffUm) 
+y = g(m). 


Khứ m giữa x, y, ta được một hệ thức giữa x, y độc lập đối uới tham 
số m. Đó chính là phương trình quỹ tích cúa điểm cần tìm. 
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BÀI TẬP MINH HỌA 
Bài 4ð. Cho đường thẳng A có phương trình : 
A:(m—2)x +(m- 6)y+m- Ì = 0, m là tham số. 
1. Tìm giá trị kia tham số m trong các trường hợp : 
a) A đi qua gốc tọa độ. 
b) A đi qua điểm P(1; -3). 
œ) A song song với đường thẳng A; : 3x ~— 2y + 1 = 0. 
đ) A vuông góc với đường thẳng A; : 5x + 4y - 17 = 0. 
2. Tìm điểm cố định mà họ đường thẳng A luôn đi qua. 
: Hướng dẫn 
1.a) Đường thẳng A đi qua gốc tọa độ O(0; 0), cho ta : 
(m - 2}.0 +(m-—-6)0+m-_—-l1i=0  = m=. 
b) A đi qua P(1; -3) : 
thịc-'@)=:đha 1094 xử 2 1<:0 =_ m= lỗ, 
c) Để A//A; ta cần có : 
m-2 m-6 m-1 22 


——m=—— z_—— =  ra=_— 


3 ~3 ¬ 1 5 
đ) Để A L A; ta cần có : 


B(m - 2) + 4(m — 2)=0 = mà 


9* Ta có : (m - 2)x + (m - 6)y+m_—-1=0 
©_ (x+y+l)m-(2x+6y +]l)=0. 


Tọa độ điểm cố định A và đường thẳng luôn đi qua là nghiện củi 
hệ : 


x+y+1=0 lš m) 
=_ Al—,--—|. 
2x+6y+l=0 


Bài 46. 


a) Tùy theo giá trị tham số m, biện luận số giao điểm của kai đường 
thẳng : 
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b) 


a) 


b) 


Ai: 2(m— l)x+y—2=0,; mz]. 
As:(m - 2)x+(m~ 1)y-3=0; m z 2. 


Trong trường hợp hai đường thẳng cắt nhau, tìm quỹ tích giao điểm 
P cua hai đường tHắng. 


Hướng dẫn 


2(m -] 1 : 
Ta có : D= nưG. = 2(m - l1) (m - 2) = m (2m - 5). 
m - 2 m-— Ì 
1 —2 
v= = 23m —5 
m-1l  -đ 
-2 2(m -]1) 
D,= n~ `Í = 2(2m —.6). 
=> m - 2 
Với m z 0 và m z# —, A¡ và A; cắt nhau tại điểm P có : 
1 2 
Xp = —; Vp= —. 
m m 
Với m=0tacó: Ai:-2x+y-2=0 


Với m z 0 và m # Ô tả có: Xp = TT ':. nh y= 2x. 
m 


= 
m 


= _ Quỹ tích giao điểm P là đường thẳng : 2x - y = 0. 


Bài 47. Cho ba đường thẳng : A; : 2x - 3y - 11=0; 


a) 
Ib) 


c) 


As:ðx+2y+l=0; h 
Aa :(m —- 2)x + 3my - 4= 0; 
trong đó m là tham số. 
Xác định giá trị tham số m trong các trường hợp sau : 
Az/ Ai. 
JÂu Ê. Âm 


IB¿ đường thẳng Aạ, A;, As đồng quy. 
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a) 


b) 


c) 


Hướng dẫn 


TỶ. n6. .Nn S6 
2 =) 1 Bì 

ể : 10 

Aa L A; khi: 5(m - 2) + 2(3m)=0 = HH nh 


Hai đường thẳng A¡, A; cắt nhau tai điểm I có tọa độ là nghiện của 
hệ : 


-8y-11= 
là LÊ sa 11; -3). 


5x+2y+1=0 
Ba đường thẳng Aa, A;, A¡ đồng quy khi A; đi qua I, cho ta : 


n-1611 40M d.Ũ. s3 Tế ca: 


` 


Bài 48. Trong mặt phẳng tọa độ (o: H j) cho họ đường cong có phrơng. 


a) 


b) 


ec) 


a) 


b) 
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trình : (C): x? + y?— 2(m +1)x - 2(m + 2)y + 6m + 7= 0, 
trong đó m là tham số. “ 


Xác định giá trị tham số m để họ đường cong đã cho là các đường 
tròn. 


Tìm quỹ tích tâm I của các đường tròn khi m thay đổi. 


Tìm tọa độ tâm I của đường tròn thuộc họ đã cho mà tiếp ú: vớ: 
trục Oy. 


Hướng dẫn 
Ta có: a=m +]; b=m+2; c=6m +7. 
a? + b?— c =(m + 1)” + (m + 2) - (6m + 7) = 2m? - 2. 
Để các đường cong (C) là đường tròn thì 


2m-2>0 © m<-1hoặcm >1. y ⁄ 


Ta có tâm lím + 1; m + 2) tức là : 
x=mx+l; y¡=m+2. 
Dễ thấy y¡=mx+2=(m+l)+l 
2> Vi=Xi+l 


=_ X-y+l=ÖVvớix<0,x> â. 


Vậy quy tích tâm I của các đường tròn thuộc họ đường cong (Õ) là 
hai đoan thăng thuộc đường thắng V:x~ y + 1 =0, ứng với các giá 
tr x<0,x» 2 (tức là các điểm thuộc ý trừ đoạn thăng AB). 


e€) Khoang cách từ tâm T đến trục tùng là Im + 1. Đường tròn tiếp 
xúc với ()y, cho ta : 


Im+ll=R c lIm+ll>z ý2mẺ-2 
c BmP— 3ð e1 m” - 2m- 3=0 
mị = -l (oại), mạ. 
Với m = 3, ta được đường tròn : x” + yˆ - 8x - 10y + 25 = 0 có tâm 
(4: 5), bán kính R = 4. 
Bài 49. Cho đường tròn (C) : x” + y” - 2x + 6y - 9 =0 và đường thăng 
A:ry =m(x + 1) + 2. 
Biện luận theo giá trị tham số m, vị trí tương đối của A và(€). 
Hướng dẫn 
Đường tròn (C) có tâm I(1; -3) và bán kính R = 1. 


|2m + 5| 


Vmˆ+l 


Khoảng cách từ I đến A:  d(1;A)= 


Ta có các trường hợp : 


|3m + 5| 
—— > Ì 


a) d1; A)>R-=› = 3m” + 20m + 24 >0 


Tri +Í 
ˆ... -10 + 9/7 
=> < SH: Si hoặc m > Xã NA 


thì A và (C) không cắt nhau. 


-10 + 92-4 


b) dd;A)=R= 3m +20m+24=0 = m= 5 
=> A và (C) cắt nhau tại 1 điểm duy nhất. 


Trong trường hợp này, người ta cũng nói A tiếp xúc với đường tròn 
(Ở) hay A là tiếp tuyến của (). : 


© d1;\)<R›; 3m” + 20m +24<0 
-10 - 2/7 -10 + 2/7 
Tản ng 
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=> ^A và (C) cắt nhau tại 2 điểm phân biệt. 

Chú ý : Ta có thể giải như sau : 

Thế y = m(x + 1) + 2 vào phương trình xŸ + y” - 2x + 6y - 9 = 0 ta 
được phương trình hoành độ giao điểm của A và (C) và bài toán 
được đưa về việc biện luận theo tham số nghiệm của một phương 
trình bậc 2 đối với ẩn x. Cách này nhìn chung là phức tạp, phải 
tính toán nhiều do vậy dễ nhầm lẫn. 


Bài 50. 


a) 


b) 


a) 


b) 


tt 
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Viết phương trình chính tắc của elip (E) biết tiêu cự bằng 2 và độ 
dài trục lớn là 4. 


Biện luận số giao điểm của elip (E) với đường thẳng A đi qua điểm 
P và có hệ số góc là k. 
Hướng dẫn 
THcó: 2cs2 +  €e=1, 
2a=4 => z2 c2 a?”= 4; 


b=a?-cỔ = b=4-1=3 


b 2 
Ta được phương trình chính tắc của elip (E) : _ + mnn =1. 


Phương trình đường thẳng A là : y = kx - 3 (1) 
3 v2 
Từ PiNdi TH. =_ 3x +4y °- 12=0 (2) 


Từ (1) và (2) ta được phương trình hoành độ giao điểm của A và (E) 
là : 

(3 + 4k?)x” - 24kx + 24 = 0. 
Xét biệt thức A' = 48kŸ ~ 72, ta có : 


v6 


Với k< hoặc k > n thì A cắt (E) tại 2 điểm phân biệt. 


vs 


Với k= + _ thì Ạ cắt (E) tại một điểm (điểm kép). Trong trường 


hợp này A cắt (E) tại 2 điểm trùng nhau, ta nói A tiếp xúc với (F) 
hay A là tiếp tuyến của (E). 


v6 v6 


Với - Kt <k< "` —=:A và (E) không cắt nhau. 


_ 


a 


b) 


Cc) 


b) 


3) 
3) 


3) 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
(ho hài đường thăng: AXịj:m(x- 2)+v-3=0; 
Az:m(x + 2)- y+d3 =0. 


Chứng tủ A¡ luôn đi qua một điểm cố định A; A¿ luôn đi qua một 
điểm cố định B. 


Viết phương trình đường thắng AB. 
Trường hợp A¡ và A; cắt nhau, tìm quỹ tích giao điểm M. 


Tùy theo giá trị tham sô m, biện luận về vị trí tương đối của các 
cặp đường thăng : 


A:(m+ l)x+ 5y +m=0; 
^':2x+ (2m +3)y+l1=0. 
^:mx+y—m+l=0; 


^:4x+my-2=0. 

¬. : 7 &c xến _ dế - 

Gợi ý : a) my Ì và m z MY A và A cắt nhau tại 2 điểm. 
m= ] => As=A. 


Mì = —— => A#ZA. 


b)mz+2_ = Avà A cắt nhau tại 2 điểm. 

m = -2 =_ A/ỨA. 

m = 2 =_ A=A. 
Trong mặt phẳng lo l j] cho họ đường cong (C) : 

(C) : m(x” + y”) - 22m + 1)x + 2y + 2m +1= 0; 

trong đó m là tham số. 
Xác định giá trị m để họ đường cong đã cho là đường tròn. 
Tìm quy tích tâm I của họ đường tròn. 


Với những giá trị nào của m thì ta được các đường tròn không chứa 
điểm P(-1; 3). 


Gợi ý : a) m #0. 
Quỷ tích tâm I là đường thẳng A : x + y - 2= 0, trừ điểm M(2; 0). 
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d 


) 


a) 


b) 


€) 


d) 


a 
b 


) 
) 


~_— 


m = -1 hoặc m = -2 thì R = 1. Ta có hai đường tròn : 
(G10: 374 97< 9x4= 9ý & L= Ú 


(C20:x2+y°~ 3 —y + Õ =0, 


: 9 
m> -—. 
16 
Cho họ đường cong có phương trình : 
(C) : x? + y?— 2(m + 1)x + 4my-5=0.ˆ 


Chứng tỏ rằng với mọi giá trị của m thì họ đường cong đã clho là họ 
các đường tròn. 


Xác định các giá trị của tham số m để các đường tròn trên luôn 
tiếp xúc với đường thẳng x + y - 2= 0. 


Xác định giá trị của tham số m để các đường tròn trên tiếp: xúc với 
đường tròn (O; 1). 

Tìm quỹ tích tâm I của họ đường tròn đã cho. 

Gợi ý : 

a”+b-c=5m”+ 2m +6>0vm. 

Tâm I(m + 1; 2m). Khoảng cách từ I đến đường thẳng x + y - 2 = 0 
|3m - 1Ì 


Ta còn có : TP =vjõm + am về = m = -B ‡ v4. 
2 


Phương trình đường tròn (O; 1) là : x`+ y?=1. 


là 


Tọa độ giao điểm của (C) và (O) là nghiệm của hệ : 
[x? + y? =] : 
lu: + y” - 9(m +1)x +4my - 5 = 0. 
Từ đây, ta đi đến phương trình tung độ giao điểm : 
(Bm? + 2m + 1)y” - 8my - m” - 2m +3 =0 (*) 
Để hai đường tròn tiếp xúc với nhau thì (*) phải có nghiêm lkép, 


hay biệt thức X¿ = (m + 1)(5m - 3)=0<»m = -1 hoặc m = S= 
L9) 


đ) Phương trình quỹ tích I:2x+y-2=0. 
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a) 


b) 


a) 


b) 
6.a) 


b) 


a) 


b) 


Trong mặt phăng Oxy cho họ đường tròn có phương trình : 


1+ + .y` ~ tưna=~ 9+ Đmy = { = Õ, 


Chứng mình rằng họ đường tròn (C) luôn đi qua hai điềm có định 
A,B 


Cho m = -2. Việt phương trình tiệp tuyên của đường tròn (C ›) từ 
điểm P(0; - 1) 


(rỢI Ý : 


Ta độ của A, B là nghiệm của hệ : 


¡x-23y=Ô0 c9 1) 

Ẳ #. _Ð => Ả(-=2; 1l) BH. =:>|: 

IXÉ+y +2x-1=0 : c5 5ð 
Với m=_ 3 ta được đường tròn: x +v + 4x- 4y 1=0. 


lap phương trình của hypebol (H), biết a + b = 7 và một trong hai 
đường tiệm cận của hypebol có phương trình : 3x - 4y = 0. 


Biên luận số giao điêm của (H) với đường thăng A song song với 
đường thẳng (d): 5x - 4y + 10= 0. 


Viết phương trình của \ trong trường hợp À\ cắt (H) tại một điểm 
duy nhất ? #` Nhat 


GỌI y : 


0g nh, 
9 


4 


Phương trình đường thăng A có dạng : A: 5x - 4y + 4m = 0 


5 
mỹ W= SSC +m. 


Ta có phương trình hoành độ giao điểm của ^ và (H): 
2x” + 5mx + 2mÏ + 18 =0. 

Biệt thức A' = 9(m” - 16). 

Do đó : 


m < -4 hoặc m > 4 =>; A >0 =A và (H) cắt nhau tại 2 điểm phân 
biệt. 


4<m«<4-=›4A <0 - A và (H) không cắt nhau. 


m=+4->A =0 A và (H) cắt nhau tại 2 điểm trùng nhau (vì 
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b) 


c) 


a) 


b) 
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phương trình hoành độ giao điểm có nghiệm kép). Ta cũng nói A 
tiếp xúc với (H). Ta có đường thẳng A tiếp xúc với (H': 


+ Với m= 4 = \4+:5x— 4y + l6= 0; 

+ Vớim>=-4  = Azs:5x~— 4y - 16= 0. 

Trong mặt phẳng Oxy cho elip có phương trình : x” + 4y” = 4 
Tìm tọa độ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm và tâm sai. 


Đường thắng qua một tiêu điểm của elip và song song với: tục Oy 
cắt elip tại hai điểm M và N. Tính độ đài đoạn thẳng MN. 


Tìm giá trị k để đường thăng y = x + k cắt elip đã cho. 
(Trích đê thi tốt nghiệp THPT, năm học 19941 - 1995) 
Gợi ý : c) Ikl < V5. 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho đường hypebol với phươn;g rình : 
8x °—y œ 12. 


Tìm tọa độ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm, tâm sai và phương trình 
các đường tiệm cận của hypebol. : 


Tìm các giá trị của tham số k để đường thẳng y = kx cắt. lypebol 
nói trên. : 


(Trích đề thì tốt nghiệp THPT, năm học 1992 - 19953) 
Gợi ý : a) lkl < 43. 
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